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Resumo
Neste trabalho, investigamos modelos cosmologicos gerais em que os campos de
energia e materia escuras s~ao analisados em um a^mbito mais fundamental. A Teoria
da Relatividade Geral e as teorias de gravitac~ao generalizadas s~ao consideradas.
Estudamos interac~oes no setor escuro e entre o setor escuro e o campo gravitacional,
analisando a sua viabilidade. Nos primeiros tre^s modelos estudados, as possveis for-
mas para as func~oes indenidas nas ac~oes gerais s~ao determinadas a partir da tecnica
da simetria de Noether. Usando as propriedades de simetria, resolvemos as equac~oes
de campo e os cenarios resultantes s~ao analisados pelo confronto das curvas teoricas
com os dados da astronomia observacional. No quarto modelo, estudamos as ge-
neralizac~oes geometricas da Relatividade Geral, cuja aplicac~ao se da a investigac~ao
dos campos de materia e energia escuras como sendo efeitos geometricos efetivos.
Tentativas de soluc~ao das equac~oes de campo generalizadas s~ao feitas para correc~oes
de primeira ordem com relac~ao a gravitac~ao einsteiniana. A ultima investigac~ao
deste trabalho versa sobre perturbac~oes cosmologicas no Universo primordial. O
modelo inacionario considerado e do tipo lei de pote^ncia, cujo inaton e um campo
escalar n~ao cano^nico. Seus respectivos espectros de pote^ncia s~ao calculados para a
vericac~ao de sua viabilidade.
Abstract
In this work, we investigate general cosmological models in which the dark matter
and energy elds are analyzed in a more fundamental scope. The General Theory of
Relativity and generalized gravitational theories are considered. We study the inte-
ractions in the dark sector and between it and the gravitational eld, analyzing their
viability. In the rst three models, the possible forms for the undened functions
in the general actions are determined from the Noether symmetry technique. Using
the symmetry properties, we solve the eld equations and the resulting scenarios are
analyzed through the comparison of the theoretical curves with the data from the
observational astronomy. In the fourth model, we study the geometrical generaliza-
tions of the General Relativity, whose application is to investigate the dark matter
and energy elds as being eective geometrical eects. Attempts for solutions of
the generalized eld equations are done to rst order corrections with respect to the
Einsteinian gravitation. The last investigation of this work runs upon cosmological
perturbations in the primordial Universe. The considered inationary model is the
power-law-type one, whose inaton is a non-canonical scalar eld. Its respective
power spectrums are calculated for the verication of its viability.
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Captulo 1
Introduc~ao
Omodelo cosmologico conhecido popularmente como Big Bang, base-
ado na Teoria da Relatividade Geral de Einstein, indubitavelmente teve e^xito nas
explicac~oes de muitas observac~oes. No entanto, existem alguns fatos observacio-
nais que esse modelo, em sua forma original { chamado de Modelo Padr~ao {, n~ao
pode explicar. Naturalmente, isso exige uma reformulac~ao das premissas envolvidas
na construc~ao de tal modelo, ou talvez ate mesmo correc~oes na propria teoria da
Relatividade Geral.
A cosmologia inacionaria [1, 2, 3] foi proposta com o intuito de
se resolver alguns dos primeiros problemas enfrentados pelo Modelo Padr~ao, e deu
conta de resolver, com algum sucesso, os problemas da planaridade do Universo e da
homogeneidade da radiac~ao cosmica de fundo. Nessa classe de modelo, um campo
escalar e o responsavel pela fugaz expans~ao acelerada do Universo primordial, que
posteriormente ingressa num perodo dominado pelo campo de materia, passando
ent~ao para uma fase desacelerada.
As recentes observac~oes astrono^micas, baseadas em dados das super-
novas do tipo Ia, mostram que apos a fase desacelerada do Universo, segue uma
nova fase acelerada [4, 5], a qual o Modelo Padr~ao tambem malogrou em expli-
car. Os dados observacionais indicam ainda que o valor do para^metro de densi-
dade esta muito proximo da unidade. Entretanto, verica-se que os constituintes
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conhecidos do Universo n~ao d~ao conta desse valor, o que, a princpio, leva-nos a
postular a existe^ncia de um constituinte ainda desconhecido para a Cosmologia.
Inevitavelmente, tal discrepa^ncia com as observac~oes torna-se um grande enigma.
Desse impasse, concebeu-se a t~ao famosa e enigmatica energia escura, a qual deve
compor quase 3/4 da densidade de energia do Universo para estar de acordo com
as observac~oes. Possivelmente, a energia escura e o constituinte responsavel pela
expans~ao acelerada do Universo, o que conecta o problema da acelerac~ao cosmica
observada hoje com o problema do para^metro de densidade.
Reviver o modelo da constante cosmologica foi a primeira possibili-
dade de explicac~ao para a natureza da energia escura. Infelizmente, tal ideia logo
apresentou inconsiste^ncias [6] e novos modelos apareceram na literatura, mas ate
o momento nenhum deles provou ser o modelo denitivo [7]. Dentre esses mode-
los, o mais conhecido e o modelo da quintesse^ncia, que consiste num campo escalar
mnima ou n~ao minimamente acoplado a gravidade [8, 9, 10]. Tal campo escalar
pode apresentar varias formas aceitaveis para os potenciais, propostos fenomenolo-
gicamente ou inspirados por teorias fundamentais [11, 12, 13]. Modelos com campos
de fermions [14, 15, 16], taquions [17, 18](k-esse^ncia), gas de Chaplygin [19, 20] e
gas de van der Waals [21, 22] s~ao tambem alternativas a constante cosmologica. Es-
sencialmente, todos esses modelos buscam descrever um uido exotico com press~ao
negativa que comp~oe a maior parte do Universo.
As teorias f(R) [23, 24, 25, 26], que consistem na generalizac~ao da
ac~ao de Einstein-Hilbert, prop~oem uma explicac~ao de origem geometrica para a ex-
pans~ao acelerada. Dentre essas teorias generalizadas, existem aquelas que levam em
conta uma possvel propriedade de torc~ao do espaco-tempo [27], que tambem pode
contribuir para a expans~ao acelerada.
Um outro problema relacionado a gravitac~ao, consideravelmente an-
tigo, que surgiu pelo estudo da curva de rotac~ao das galaxias, tem tambem um
papel importante para a Cosmologia. Esse e o problema da materia faltante [28], a
qual e necessaria as galaxias e aglomerados de galaxias para explicar corretamente
x
a dina^mica observada, uma vez que a materia luminosa n~ao e suciente para tal.
Tendo em vista a causa desse problema, essa materia faltante leva o nome de materia
escura, a qual deve apresentar somente interac~ao gravitacional ou interac~oes n~ao gra-
vitacionais muito fracas com a materia luminosa. Ate o presente, n~ao se sabe qual
e a natureza da materia escura e a explicac~ao mais aceita e de que a mesma seja
composta por partculas ainda desconhecidas.
Algumas teorias prop~oem explicar a materia escura como o efeito de
uma correc~ao a teoria da gravitac~ao, tanto no contexto newtoniano como no eins-
teiniano. Nesse escopo, as teorias que estendem as teorias f(R) por meio de uma
outra func~ao do escalar de curvatura acoplada a materia [29] buscam descrever a
materia escura como tendo tambem uma origem geometrica. Conclusivamente, para
a Fsica contempora^nea, a materia escura continua sendo t~ao enigmatica quanto a
energia escura.
Neste trabalho, analisaremos primeiramente tre^s modelos gerais para
a descric~ao do setor escuro. Estudaremos um modelo de quintesse^ncia n~ao minima-
mente acoplada ao campo gravitacional na presenca de materia e radiac~ao, sem nos
preocuparmos com a natureza fundamental da materia escura. Tal modelo sera
comparado ao modelo da constante cosmologica por meio de soluc~oes explcitas das
equac~oes de campo { o objetivo dessa comparac~ao e mostrar de uma forma exata que
podem existir equivale^ncias quase que completas entre as dina^micas cosmologicas de
teorias de gravitac~ao sicamente diferentes. A segunda investigac~ao compreendera
o estudo da energia e da materia escuras em um nvel mais fundamental. Campos
escalares e espinoriais minimamente acoplados a gravidade ser~ao considerados neste
estudo. Aqui sera visto o quanto a natureza dos campos escuros pode inuir no com-
portamento da expans~ao cosmologica. A ultima analise sera a de um modelo mais
geral que os anteriores no que se refere as interac~oes, onde os campos de materia
e energia escuras s~ao representados por campos escalares que interagem entre si e
com a gravidade. Este estudo nos indicara se as interac~oes no setor escuro e entre o
setor escuro e o campo gravitacional s~ao viaveis.
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Partindo de uma ac~ao geral que descreve um determinado modelo,
podemos restringir as formas dos acoplamentos e potenciais por meio da exige^ncia
de certas propriedades para a lagrangiana, tais como simetrias. As simetrias podem
formalmente levar a determinac~ao das possveis formas para as func~oes indenidas
em uma dada ac~ao.
Nas analises desses tre^s modelos, exigiremos que a lagrangiana geral
de cada um satisfaca a simetria de Noether, a qual fornece uma quantidade con-
servada associada ao sistema dina^mico. Alem de tal metodo nos dar uma vis~ao
mais profunda sobre potenciais e acoplamentos gravitacionais, o mesmo fornece fer-
ramentas poderosas que podem levar a integrac~ao completa do sistema dina^mico
correspondente. Alguns trabalhos que se utilizaram da simetria de Noether para
analisar modelos cosmologicos podem ser encontrados nas refere^ncias [18, 23, 24,
25, 26, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37].
Em seguida, estudaremos uma teoria que generaliza a Relatividade
Geral geometricamente. Essa teoria sera aplicada a descric~ao da materia e da ener-
gia escuras como efeitos geometricos em vez de uidos exoticos. Consideraremos
correc~oes geometricas tanto no setor gravitacional como no setor da materia. Leva-
remos em conta tambem a propriedade geometrica de torc~ao do espaco-tempo, uma
vez que a ause^ncia de tal propriedade do espaco-tempo n~ao e uma conseque^ncia
natural nessa classe de teoria.
Atraves da denic~ao de tensores energia-momento efetivos, faremos
a investigac~ao de como as correc~oes geometricas poderiam gerar os mesmos efeitos do
setor escuro descrito por uidos. Esse estudo tem sua importa^ncia no que concerne
a possibilidade de que a teoria de gravitac~ao de Einstein seja um caso especial de
uma teoria mais geral. Dessa forma, a expans~ao acelerada do Universo e a falha na
previs~ao das curvas de rotac~ao de galaxias e da dina^mica de aglomerados galacticos
seriam as evide^ncias de uma teoria mais geral. Os efeitos que chamamos de materia
e energia escuras resultariam do comportamento da gravidade em larga escala, n~ao
existindo mais os entes exoticos que n~ao irradiam ou que geram gravidade repulsiva.
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A ultima investigac~ao deste trabalho tratara sobre o Universo pri-
mordial. Sera considerado um modelo inacionario do tipo lei de pote^ncia, cujo
campo gerador da expans~ao acelerada e um campo escalar n~ao cano^nico do tipo
taquion. Primeiramente desenvolveremos as equac~oes de campo para as perturbac~oes
primordiais sem considerac~oes qua^nticas, isto e, num contexto classico. Uma vez
que as soluc~oes dos campos de perturbac~ao classicos s~ao obtidas, passaremos ao
tratamento qua^ntico, a partir do qual se determinara as condic~oes iniciais para os
campos tal que as utuac~oes mnimas de densidade de energia estejam de acordo
com as utuac~oes do vacuo. Tendo garantido as condic~oes iniciais corretas, calcula-
remos o espectro do potencial gravitacional de perturbac~ao a m de vericarmos a
viabilidade do modelo inacionario considerado.
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Captulo 2
Relatividade Geral
Em 1915, Albert Einstein publicou sua Teoria da Relatividade Geral
[38], a qual estendeu a Relatividade Restrita para uma teoria que incorpora campos
gravitacionais. Desta feita, surgiu uma nova teoria da gravitac~ao, que interpretou o
campo gravitacional como uma manifestac~ao da curvatura do espaco-tempo devido
a presenca de materia-energia.
O fundamento da Relatividade Geral esta no princpio da equivale^ncia,
o qual se refere a equivale^ncia entre um campo gravitacional e um referencial n~ao
inercial. As conseque^ncias de tal fundamento s~ao desdobradas matematicamente
atraves do princpio da covaria^ncia geral : a equac~ao que descreve uma lei fsica
deve ter a mesma forma em todos os referenciais { inerciais e n~ao inerciais { ou,
formalmente falando, deve ser escrita em forma covariante [39].
2.1 Princpio da equivale^ncia
E fato que os campos gravitacionais te^m a propriedade de que todos
os corpos se movem da mesma forma na presenca destes (se as condic~oes iniciais
forem as mesmas), independente da massa ou da carga. Como exemplo, todos os
corpos sujeitos ao campo gravitacional da Terra sofrem a mesma acelerac~ao, inde-
pendente de suas massas.
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Gracas a essa propriedade dos campos gravitacionais, podemos fazer
uma analogia entre o movimento de corpos num campo gravitacional e o movimento
de corpos num referencial n~ao inercial. A proposito, sabemos que o movimento li-
vre dos corpos num referencial inercial se processa retilnea e uniformemente por
todo o tempo. Ent~ao, se observamos o movimento livre desses corpos a partir de
um referencial n~ao inercial, certamente os veremos moverem-se todos da mesma
forma. Se observamos um corpo movendo-se livremente a partir de um referen-
cial com acelerac~ao constante, o veremos se mover com uma acelerac~ao igual em
modulo e em sentido oposto ao do proprio referencial. Isso simula, por exemplo, o
campo gravitacional da Terra sobre pequenas regi~oes (o mesmo pode ser considerado
constante em pequenas regi~oes). Disso, conclumos que as propriedades dos movi-
mentos dos corpos num referencial n~ao inercial s~ao ide^nticas as dos movimentos dos
corpos num campo gravitacional, e podemos dizer que um referencial n~ao inercial e
equivalente a um certo campo gravitacional. Esse e o princpio da equivale^ncia.
Por outro lado, em cada ponto do espaco sujeito a um campo gravi-
tacional, podemos denir um referencial localmente inercial. Isso e possvel porque
os corpos se movem da mesma forma num campo gravitacional. Essa propriedade
nos permite estabelecer um referencial que se move solidariamente aos corpos em
queda livre nesse campo, isto e, um referencial que esta em queda livre no campo
gravitacional da mesma maneira que os corpos, a partir do qual n~ao podemos per-
ceber qualquer acelerac~ao. Assim, nesse referencial localmente inercial, as leis da
Fsica devem ser as mesmas que aquelas num referencial em ause^ncia de campo
gravitacional.
A partir do que foi exposto acima, escrevemos o princpio da co-
varia^ncia geral: uma equac~ao e valida num dado campo gravitacional se for valida
tambem na ause^ncia deste. Em outras palavras, uma equac~ao e valida num campo
gravitacional se estiver de acordo com a Relatividade Restrita e preservar sua forma
sob transformac~ao geral de coordenadas.
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2.2 Dina^mica da partcula em Relatividade Geral
Consideremos uma partcula em queda livre num campo gravita-
cional, vista a partir de um sistema de coordenadas  solidario a mesma. Esse
sistema e localmente inercial, do qual n~ao se observa qualquer acelerac~ao da partcula
[39]. Portanto, conforme o princpio da equivale^ncia, as leis da Relatividade Restrita
s~ao validas nesse sistema. Ent~ao, a equac~ao de movimento que descreve a dina^mica
da partcula sera
d2
d 2
= 0; (2.1)
onde d 2 = ds2=c2 e o tempo proprio medido no referencial localmente inercial.
Tomemos agora um sistema coordenado x em repouso num campo
gravitacional. Utilizando a regra da cadeia, podemos determinar a dina^mica da
partcula vista a partir do referencial x
d
d

@
@x
@x
@

= 0; (2.2)
que apos o desenvolvimento da derivada temporal, toma a forma
d2x
d 2
@
@x
+
@2
@x@x
dx
d
dx
d
= 0: (2.3)
Agora, multiplicando essa equac~ao por @x=@, obtemos
d2x
d 2
+  
dx
d
dx
d
= 0; (2.4)
onde   e chamado de conex~ao am e denido como
  =
@2
@x@x
@x
@
: (2.5)
Uma vez que as derivadas de primeira ordem comutam, da equac~ao
(2.5), segue que a conex~ao am e simetrica com relac~ao aos ndices inferiores
  =  

: (2.6)
Num referencial localmente inercial, valem as leis da Relatividade Restrita
e n~ao podemos perceber um campo gravitacional a partir deste. Mas, quando pas-
samos para um referencial em repouso no campo gravitacional, percebemos que a
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equac~ao de movimento (2.4) escrita a partir deste apresenta um termo adicional
 
dx
d
dx
d

, quando comparada a equac~ao de movimento (2.1) escrita a partir do
sistema localmente inercial. Isso justamente indica a presenca de um campo gravita-
cional, e ao mesmo tempo nos diz que o espaco-tempo e curvo. Portanto, podemos
descrever um campo gravitacional a partir da curvatura do espaco-tempo, ou fa-
lando de outra forma, atraves da geometria do espaco-tempo.
Num espaco-tempo curvo generico, o elemento de linha tem a forma
ds2 = gdx
dx ; (2.7)
onde g e o tensor metrico { o qual e simetrico (g = g) {, cujas componentes
denem a geometria do espaco-tempo e, consequentemente, a dina^mica num campo
gravitacional.
O comprimento da curva descrita por uma partcula em movimento
entre os pontos genericos a e b, parametrizada por  (x = x()), e ent~ao dado por
s =
Z b
a

g
dx
d
dx
d
 1
2
d: (2.8)
Agora, variando (2.8) com relac~ao a g e extremizando

Z b
a

g
dx
d
dx
d
 1
2
d = 0; (2.9)
obtemos a equac~ao (2.4) na forma
d2x
d 2
+
1
2
g

@g
@x
+
@g
@x
  @g
@x

dx
d
dx
d
= 0; (2.10)
com
  =
1
2
g

@g
@x
+
@g
@x
  @g
@x

; (2.11)
que expressa a conex~ao am em termos do tensor metrico, que nessa forma e cha-
mada de conex~ao de Levi-Civita ou smbolos de Christoel.
Sabemos que materia-energia gera um campo gravitacional. Por
outro lado, a partir do princpio da equivale^ncia, vimos que a dina^mica de uma
partcula num campo gravitacional pode ser determinada pela geometria do espaco-
tempo, que e curvada quando na presenca de fontes de campo gravitacional. Da,
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conclumos que a presenca de materia-energia causa uma curvatura no espaco-tempo,
a qual e sentida pela partcula como um campo de gravitac~ao.
2.3 Tensor de curvatura
Em qualquer ponto do espaco-tempo, o tensor metrico e uma ma-
triz simetrica de numeros reais. De acordo com a algebra das matrizes, existe uma
transformac~ao que diagonaliza tal matriz, com todas as componentes da diagonal
assumindo valores +1 ou {1. Mas, em geral, n~ao e possvel encontrar um sistema
de coordenadas no qual o tensor metrico reduz-se a forma diagonal, com as compo-
nentes tomando os valores +1 ou {1 em todo o espaco. A importa^ncia de saber se
existe tal sistema de coordenadas reside no fato de que se a metrica pode ser escrita
nessa forma, signica que o espaco em quest~ao e plano (ou n~ao curvo) { nesse caso
a metrica e dita plana.
A quest~ao e: de que maneira podemos garantir que existe um sis-
tema de coordenadas no qual a matriz do tensor metrico assume tal forma em todo
o espaco? Ou, equivalentemente: de que maneira podemos garantir que a metrica e
plana? A resposta a essa pergunta esta no seguinte teorema
A nulidade do tensor de curvatura e condic~ao necessaria e suci-
ente para uma metrica ser plana.
O tensor de curvatura e denido por
R =
@ 
@x
  @ 


@x
+   

     : (2.12)
Essa necessidade provem do fato de que se existe um sistema coor-
denado no qual o tensor metrico apresenta as propriedades descritas anteriormente
(correspondendo a um espaco plano), o mesmo sera obrigatoriamente constante em
todo o espaco e, ent~ao, suas derivadas ser~ao nulas, o que tambem leva os   e as
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suas derivadas a se anularem (ver equac~ao (2.11)). Disso, segue que o tensor de
curvatura sera nulo. Dessa forma, a denic~ao do tensor de curvatura e uma legtima
denic~ao de medida da curvatura do espaco.
A seguir est~ao listadas as propriedades fundamentais do tensor de
curvatura
8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
i) Antissimetria com relac~ao a troca de ndices do primeiro par de ndices:
R =  R;
ii) Antissimetria com relac~ao a troca de ndices do segundo par de ndices:
R =  R ;
iii) Simetria com relac~ao a troca do primeiro par de ndices com o segundo:
R = R:
Pela contrac~ao do tensor de curvatura com o tensor metrico, de-
nimos um outro importante tensor, o tensor de Ricci
R = g
R = R

: (2.13)
Por sua vez, contraindo o tensor de Ricci com o tensor metrico, de-
nimos o escalar de curvatura (ou escalar de Ricci)
R = gR: (2.14)
E importante notar aqui que R=2 e igual a conhecida curvatura de Gauss para uma
superfcie { o inverso do produto dos raios de curvatura principais.
Agora, a partir do tensor de Ricci e do escalar de curvatura, podemos
construir um novo tensor simetrico
R   1
2
gR; (2.15)
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chamado tensor de Einstein.
O tensor de Einstein satisfaz as chamadas identidades contradas de
Bianchi
r

R   1
2
gR

= 0; (2.16)
que, como veremos, desempenham um papel importante em Relatividade Geral, pois
est~ao associadas a uma lei de conservac~ao.
2.4 Tensor energia-momento
O tensor energia-momento, denotado por T , representa o uxo do
quadrimomento p atraves da hipersuperfcie que encerra as fontes do campo. O
tensor energia-momento e um tensor simetrico, T = T, cujas componentes levam
consigo um signicado fsico, a saber,
8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
i) T00 { Componente temporal:
Densidade de energia;
ii) Ti0 = T0i { Componentes espaco-temporais:
Densidade da i-esima componente de momento;
iii) Tii { Componentes espaciais (ndices de mesmo valor):
Fluxo da i-esima componente de momento atraves da superfcie
cuja direc~ao normal esta na direc~ao i (press~ao);
iv) Tij (i 6= j) { Componentes espaciais (ndices de valores diferentes):
Fluxo da i-esima componente de momento atraves da superfcie
cuja direc~ao normal esta na direc~ao k.
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A lei de conservac~ao do tensor energia-momento e satisfeita com a
condic~ao de nulidade da derivada covariante de T 
rT  = 0; (2.17)
onde a quantidade conservada concerne a todas as fontes do campo gravitacional
considerado.
Um exemplo de tensor energia-momento muito importante e o de
um uido perfeito, com densidade de energia , press~ao p e quadrivelocidade U =
dx=d
T  =

+
p
c2

UU    pg : (2.18)
2.5 Equac~oes de Einstein da gravitac~ao
Na sec~ao 2.2, vimos que um campo gravitacional pode ser inter-
pretado como a curvatura do espaco-tempo devido a presenca de materia-energia.
O problema fundamental e encontrar uma equac~ao que relaciona a geometria do
espaco-tempo com a distribuic~ao de materia-energia.
Utilizaremos o princpio da mnima ac~ao [40, 41] para encontrar esta
relac~ao. Iniciamos de uma ac~ao total ST , que e a soma da ac~ao do campo gravita-
cional SG com a ac~ao do campo de materia Sm
ST = SG + Sm =
c3
16G
Z
R
p gd4x+ 1
c
Z
Lm
p gd4x; (2.19)
onde Lm representa a densidade de lagrangiana da materia e g e o determinante da
matriz que representa o tensor metrico g . A forma
p gd4x e a generalizac~ao do
volume diferencial num espaco plano para um hipervolume diferencial num espaco
curvo.
Agora, aplicando o princpio da mnima ac~ao a (2.28), devemos ter
ST = SG + Sm = 0; (2.20)
onde a variac~ao e feita com relac~ao a g .
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A variac~ao da ac~ao do campo gravitacional com respeito a g nos
leva a
SG =
c3
16G
Z 
R   1
2
gR

g
p gd4x; (2.21)
pois 
p g =  1
2
g
p g g e a integral c3
16G
R  
g
p g R

d4x se anula na
fronteira de integrac~ao.
Por sua vez, a variac~ao da ac~ao do campo de materia com respeito a
g nos fornece
Sm =
1
2c
Z
Tg

p gd4x; (2.22)
onde T e denido como
T =
2p g

p gLm
g
: (2.23)
Por m, a variac~ao da ac~ao total com relac~ao a g sera
ST =
c3
16G
Z 
R   1
2
gR +
8G
c4
T

g
p gd4x = 0; (2.24)
e como o termo g e arbitrario, o princpio da mnima ac~ao e satisfeito se
R   1
2
gR =  8G
c4
T : (2.25)
Estas s~ao as equac~oes de Einstein da gravitac~ao. O lado direito
descreve a distribuic~ao de materia-energia e o lado esquerdo a resposta da geome-
tria do espaco-tempo a essa distribuic~ao. Podemos ver, tendo em vista as equac~oes
(2.15) e (2.16), que o lado esquerdo das equac~oes de Einstein satisfaz as identidades
contradas de Bianchi, o que implica na derivada covariante do lado direito tambem
ser nula
r

R   1
2
gR

=  8G
c4
rT  = 0; (2.26)
ou seja, as fontes do campo gravitacional obedecem as leis de conservac~ao, conforme
(2.17). A princpio, isso indica uma consiste^ncia de tal teoria geometrica da gra-
vitac~ao.
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Um fato interessante e que, se adicionamos ao lado esquerdo da
equac~ao (2.25) um termo linear em g , as identidades de Bianchi continuam sendo
satisfeitas, haja vista que rg = 0, e as equac~oes de gravitac~ao permanecem si-
camente consistentes. Da, podemos dizer que a forma mais geral das equac~oes de
Einstein e
R   1
2
gR + g =  8G
c4
T ; (2.27)
onde  e a famosa constante cosmologica, introduzida inicialmente por Einstein
com a nalidade de se obter soluc~oes cosmologicas que descrevem um Universo
estacionario.
A ac~ao cuja variac~ao com respeito a g reproduz, por meio do
princpio da mnima ac~ao, as equac~oes de campo (2.27) e a seguinte
S =
c3
16G
Z
(R  2)p gd4x+ 1
c
Z
Lm
p gd4x; (2.28)
onde a constante cosmologica foi includa arbitrariamente na parte gravitacional,
gurando como parte da geometria. No proximo captulo, veremos que a constante
cosmologica como fonte de campo gravitacional e n~ao como parte da geometria tem
um papel muito importante para a Cosmologia.
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Captulo 3
Cosmologia
Com o advento da Relatividade Geral, pela primeira vez se teve em
m~aos uma teoria que possibilitava a descric~ao do Universo como um todo. Assim,
a Cosmologia deixou de ser apenas uma especulac~ao metafsica para tornar-se um
ramo da Fsica. A Relatividade Geral permitia soluc~oes de um Universo n~ao estatico
e, em 1929, as observac~oes astrono^micas de Edwin Hubble [42] mostraram que o Uni-
verso estava em expans~ao.
As observac~oes astrono^micas permitiram estabelecer fundamentos
validos para todo o Universo, de onde nasceu um importante pilar para o desen-
volvimento da Cosmologia, o chamado princpio cosmologico, que estabelece ser o
Universo homoge^neo e isotropico em larga escala. Dessa forma, po^de-se construir
modelos teoricos gerais que descrevem a evoluc~ao do cosmos como um todo. Na
decada de 40, Gamow, Alpher e Herman [43] previram a existe^ncia de uma radiac~ao
que permeava todo o Universo { hoje chamada de radiac~ao cosmica de fundo {,
oriunda da epoca em que a radiac~ao se desacoplou da materia. Essa previs~ao foi
conrmada na decada de 60 [44], consolidando a Cosmologia como Cie^ncia.
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3.1 Observac~oes astrono^micas e fundamentos da
Cosmologia
A mais importante observac~ao astrono^mica para a Cosmologia foi a
que levou Hubble a concluir que o Universo esta em expans~ao. Em 1929, a partir das
suas observac~oes de galaxias longnquas, Hubble determinou que todos os objetos
distantes est~ao se afastando de nos, e quanto mais distantes est~ao, mais velozmente
se afastam [42, 45]. A velocidade de recess~ao desses objetos e proporcional as suas
dista^ncias a nos, sendo expressa pela lei de Hubble
v = H0r; (3.1)
onde H0 e a constante de Hubble avaliada hoje, tendo como o melhor valor observa-
cional 72 8 km s 1 Mpc 1[46].
Podemos, para simplicar nossa descric~ao, denir um sistema coor-
denado que acompanha a expans~ao, isto e, xo na galaxia da qual se observa a
expans~ao cosmologica (ver Figura 3.1). Tal sistema e chamado de sistema comovel,
a partir do qual medimos a dista^ncia dos objetos a nos com o tempo por
r = a(t)x; (3.2)
onde r representa a dista^ncia real, x a dista^ncia comovel (que tem valor constante
no tempo) e a(t) o fator de escala, que reescala a dista^ncia entre os objetos com o
tempo, descrevendo a expans~ao do espaco.
Da equac~ao (3.2), podemos expressar a constante de Hubble (de-
nida por (3.1)) em termos do fator de escala
H =
_a
a
; (3.3)
onde o ponto denota derivada com relac~ao ao tempo. Nessa express~ao, a "constante"
de Hubble e generalizada para qualquer tempo, uma vez que esta n~ao tera sempre
o mesmo valor H0 em virtude de que, em geral, a quantidade _a=a n~ao apresenta
um valor constante. Por esse mesmo motivo, daqui em diante, chamaremos H de
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Figura 3.1: Dista^ncia r entre dois objetos distantes num Universo em expans~ao
medida a partir de um referencial xo num dos objetos.
para^metro de Hubble, o que e mais adequado.
As velocidades de afastamento dos objetos distantes s~ao medidas pelo
redshift z (desvio para o vermelho) do espectro luminoso emitido pelos objetos. A
partir do efeito Doppler para ondas luminosas, escrevemos
z =
obs   em
em
 v
c
; (3.4)
onde em e o comprimento de onda da luz emitida pelo objeto e obs e o compri-
mento de onda da luz proveniente do objeto que observamos. Aqui, o efeito Doppler
observado n~ao e resultante de algum afastamento de origem cinematica, mas uma
conseque^ncia da expans~ao do espaco. Ent~ao, quando uma onda eletromagnetica se
propaga num espaco em expans~ao, o seu comprimento de onda sofrera um estica-
mento, o qual sera proporcional ao valor do fator de escala. Da, podemos determinar
o fator de escala a partir da medida do redshift (atraves da equac~ao (3.4))
1
a(tem)
=
a(tobs)
a(tem)
=
obs
em
= 1 + z =) a(z) = 1
1 + z
; (3.5)
onde a(tobs) = 1 por convenc~ao, o que e equivalente a reescalar as coordenadas
comoveis pelo tamanho atual do Universo.
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Das denic~oes anteriores, vemos que n~ao existe um ponto privilegi-
ado de onde se fazem as observac~oes, pois as coordenadas comoveis eliminam essa
possibilidade. Aqui esta implcito um princpio muito forte da Cosmologia, o qual
foi baseado nas observac~oes. Em larga escala o Universo pode ser considerado ho-
moge^neo e isotropico, o que e equivalente a dizer que de qualquer ponto observamos
o Universo sempre com as mesmas propriedades. Esse e o princpio conhecido como
princpio cosmologico.
3.2 Metrica de Friedmann-Robertson-Walker
Tendo em vista o princpio cosmologico, consideremos um espaco tri-
dimensional homoge^neo e isotropico. Em tal espaco, o qual pode estar se expandindo
ou se contraindo, a metrica mais geral que pode ser construda apresenta a seguinte
forma em coordenadas esfericas
ds2 = c2dt2   a(t)2

dr2
1  kr2 + r
2(d2 + sin2 d2)

; (3.6)
que e conhecida como metrica de Friedmann-Robertson-Walker [39], onde k e a cons-
tante de curvatura.
A constante de curvatura esta associada as tre^s geometrias que sa-
tisfazem o princpio cosmologico, assumindo os seguintes valores correspondentes8>>><>>>:
k = 0 geometria plana;
k > 0 geometria esferica;
k < 0 geometria hiperbolica:
A metrica de Friedmann-Robertson-Walker esta escrita a partir de
um sistema coordenado comovel. Tal sistema esta xo nas partculas (galaxias)
do uido cosmologico, desse modo, acompanhando a expans~ao ou contrac~ao cos-
mologica, com suas coordenadas sendo reescaladas pelo fator de escala a cada ins-
tante. Assim, xi = (r; ; ) s~ao as coordenadas espaciais medidas a partir do sistema
coordenado xo numa partcula qualquer desse uido. Mede-se o tempo cosmologico
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t a partir de um relogio tambem xo nessa partcula (t denota o tempo proprio desse
sistema).
Lembrando que a forma mais geral de um intervalo diferencial num
espaco-tempo curvo e dada por
ds2 = gdx
dx ; (3.7)
podemos, por comparac~ao com (3.6), determinar o tensor metrico, que em repre-
sentac~ao matricial se apresenta como
g = (g
) 1 =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1 0 0 0
0  a(t)2=(1  kr2) 0 0
0 0  a(t)2r2 0
0 0 0  a(t)2r2 sin2 
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA
: (3.8)
Daqui em diante, por comodidade, faremos os ndices gregos assumi-
rem os valores (t; r; ; ). De (3.8), vemos que somente as componentes da diagonal
n~ao s~ao nulas, ou seja, as componentes gtt, grr, g e g na notac~ao que adotamos
aqui.
3.3 Determinac~ao do tensor de Ricci e do escalar
de curvatura
Para determinar o tensor de Ricci, devemos calcular todos os ele-
mentos da conex~ao am. Uma vez que conhecemos a forma do tensor metrico
(equac~ao (3.8)), fazemos isso atraves da equac~ao
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  =
1
2
g

@g
@x
+
@g
@x
  @g
@x

: (3.9)
Lembrando da propriedade   =  

, de (3.9), temos
 trr =
a _a
c(1  kr2) ;  
t
 =
a _ar2
c
;  t =
a _ar2 sin2 
c
; (3.10)
 rrr =
kr
1  kr2 ;  
r
 =  r(1  kr2);  r =  r(1  kr2) sin2 ; (3.11)
  = cot ;  

 =   sin  cos ;  r =  r =
1
r
; (3.12)
 rtr =  

t =  

t =
1
c
_a
a
; (3.13)
sendo os elementos restantes nulos.
Com os   em m~aos, determinamos o tensor de curvatura a partir
de sua denic~ao
R =
@ 
@x
  @ 


@x
+   

     ; (3.14)
e lembrando da denic~ao do tensor de Ricci
R = g
R = R

; (3.15)
podemos calcular diretamente as componentes de R para a metrica de Friedmann-
Robertson-Walker, obtendo
Rtt =
3
c2
a
a
; (3.16)
Rrr =  aa+ 2_a
2 + 2kc2
c2(1  kr2) ; (3.17)
R =  (aa+ 2_a
2 + 2kc2)r2
c2
; (3.18)
R =  (aa+ 2_a
2 + 2kc2)r2 sin2 
c2
: (3.19)
As outras componentes do tensor de Ricci s~ao nulas em decorre^ncia da forma dia-
gonal do tensor metrico.
Agora, a partir da denic~ao do escalar de curvatura (ou escalar de
Ricci)
R = gR; (3.20)
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como ja conhecemos as componentes do tensor de Ricci, obtemos de modo direto
R =
6
c2
"
a
a
+

_a
a
2
+
kc2
a2
#
; (3.21)
que e o escalar de curvatura para a metrica de Friedmann-Robertson-Walker.
3.4 Forma do tensor energia-momento
Do lado direito das equac~oes de Einstein, temos o tensor energia-
momento, que ainda devemos especicar. Consideraremos as fontes de campo gravi-
tacional do Universo como um uido perfeito, ent~ao o tensor energia-momento que
o representa, como ja vimos, tem a forma
T =

+
p
c2

UU   pg : (3.22)
Como adotamos um sistema comovel para escrever a metrica, tal
sistema move-se conjuntamente ao uido, e a quadrivelocidade desse uido sera
U = (c; 0; 0; 0). Ent~ao, da equac~ao (3.22), determinamos
T =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@
c2 0 0 0
0 p a(t)2=(1  kr2) 0 0
0 0 p a(t)2r2 0
0 0 0 p a(t)2r2 sin2 
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA
; (3.23)
e temos o tensor energia-momento de um uido perfeito escrito para a metrica de
Friedmann-Robertson-Walker.
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3.5 Equac~oes do Modelo Padr~ao da Cosmologia
Nesta sec~ao, determinaremos as equac~oes que descrevem a dina^mica
do Universo. Para isso, tomamos as equac~oes de Einstein na forma mais geral (2.27),
nas quais aplicamos as componentes do tensor de Ricci (3.16), (3.17), (3.18) e (3.19),
do tensor metrico (3.8) e do tensor energia-momento (3.23) e o escalar de curvatura
(3.21).
Considerando primeiramente as componentes temporais dos tensores
Rtt   1
2
gttR + gtt =  8G
c4
Ttt; (3.24)
chegamos a seguinte equac~ao diferencial
_a
a
2
=
8G
3
  kc
2
a2
+
c2
3
; (3.25)
conhecida como equac~ao de Friedmann.
Tomando as componentes espaciais dos tensores
Rii   1
2
giiR + gii =  8G
c4
Tii; (3.26)
qualquer uma delas nos leva a equac~ao diferencial (aqui n~ao ha soma com respeito
aos ndices repetidos ii)
2
a
a
+

_a
a
2
=  8G
c2
p  kc
2
a2
+ c2; (3.27)
a qual, utilizando-se de (3.25), pode ser escrita na forma
a
a
=  4G
3

+
3p
c2

+
c2
3
; (3.28)
que e conhecida como equac~ao da acelerac~ao.
Para resolver essas equac~oes de campo, ainda precisamos saber como
 e p evoluem com o tempo. Se aplicarmos a condic~ao que representa a conservac~ao
do tensor energia-momento
 rT  = 0 ao tensor (3.22), obtemos
_+ 3

_a
a

+
p
c2

= 0; (3.29)
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que e chamada de equac~ao do uido e e o analogo da equac~ao da continuidade.
Essa equac~ao n~ao e independente, pois pode ser obtida pela combinac~ao da equac~ao
(3.28) com a derivada temporal da equac~ao (3.25).
A m de resolver (3.29), necessitamos conhecer as equac~oes de estado
dos constituintes do Universo. Supomos que as equac~oes de estado s~ao barotropicas
p = c2!; (3.30)
onde ! e uma constante, a qual especica a natureza do constituinte. Os casos mais
comuns s~ao: ! = 1=3, que representa a radiac~ao; ! = 0, que representa materia
diluda; e ! =  1, que representa a energia de vacuo.
Considerando-se que os constituintes do Universo s~ao n~ao interagen-
tes, cada um deles obedece a equac~ao (3.29) separadamente. Ent~ao, para a materia
diluda (pm = 0), de (3.29), temos a soluc~ao
m / a 3; (3.31)
para a radiac~ao, pr = c
2r=3, obtemos
r / a 4; (3.32)
e para a energia de vacuo, pv =  c2v, temos
v = constante; (3.33)
que pode ser relacionada a constante cosmologica. Pois, pelo fato de poder escrever
a equac~ao de Einstein na forma
R   1
2
gR =  8G
c4
T   g ; (3.34)
temos a liberdade de interpretar a constante cosmologica como fonte de campo
gravitacional, escrevendo T =
c4
8G
g , quando a equac~ao de Einstein torna-se
R   1
2
gR =  8G
c4
(T + T

): (3.35)
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Ao comparar T com o tensor energia-momento de um uido perfeito, chegamos a
 =  p=c2 = c2=8G = constante.
Agora que conhecemos a evoluc~ao temporal de , estamos aptos a
determinar a = a(t). Como foi dito anteriormente, Einstein introduziu a constante
cosmologica para obter soluc~oes de um Universo estatico, mas como foi observado por
Hubble que o Universo estava em expans~ao, tal ideia foi abandonada, n~ao existindo
mais raz~ao alguma para manter a constante cosmologica nas equac~oes. Isso sem
contar o seu signicado fsico obscuro na epoca. Por esse motivo, no Modelo Padr~ao
da Cosmologia faz-se  = 0. Assim, procuraremos soluc~oes para um Universo
composto somente por materia e radiac~ao. No incio, quando a(t) e pequeno, vemos,
a partir de (3.25), que o termo com a constante de curvatura e desprezvel frente
ao termo que leva a densidade de energia dos constituintes, conforme as equac~oes
(3.31) e (3.32). Da, a equac~ao de Friedmann toma a forma
_a
a
2
=
8G
3
: (3.36)
Resolvemos facilmente essa equac~ao quando analisamos epocas em
que a densidade de energia do campo de materia domina sobre a densidade de
energia do campo de radiac~ao e vice-versa, ou seja, quando uma e desprezvel frente
a outra. Para a era dominada pela materia, temos a soluc~ao
a(t) / t2=3; (3.37)
e para a era dominada pela radiac~ao
a(t) / t1=2: (3.38)
Quando t! 0, tambem a! 0 e, consequentemente, !1. Ent~ao,
temos uma singularidade inicial, esta popularmente conhecida como Big Bang. Con-
forme as soluc~oes do Modelo Padr~ao, o Universo originou-se de um ponto com den-
sidade e temperatura innitas, resfriando-se a medida que se expandiu. Mas, por
outro lado, a Fsica que conhecemos n~ao pode mais funcionar proximo ao momento
do Big Bang, uma vez que estamos entrando no domnio de escalas inferiores a escala
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de Planck ( 10 33cm) e efeitos qua^nticos n~ao s~ao mais desprezveis. Tendo isso
em vista, o Big Bang deve representar o limite de validade do Modelo Padr~ao da
Cosmologia.
3.6 Para^metros observacionais
A densidade crtica c e denida como a densidade necessaria para
que a constante de curvatura se torne nula, k = 0, correspondendo a um Universo
com geometria plana. De acordo com a equac~ao de Friedmann, temos um valor de
H correspondendo a cada valor de c, tal que podemos escrever para a densidade
crtica
c(t) =
3H(t)2
8G
: (3.39)
Com o valor de H estimado hoje, a densidade crtica e da ordem de 10 26kg m 3. A
partir do valor da densidade crtica medido observacionalmente, inferimos se o Uni-
verso e fechado ou aberto. Se  > c, sabemos que o Universo e fechado (geometria
esferica), e se  < c, que o Universo e aberto (geometria hiperbolica).
A densidade crtica e usada para a parametrizac~ao das medidas de
densidade dos constituintes do Universo. Dene-se o para^metro de densidade 
i por

i =
i
c
; (3.40)
onde i expressa a densidade correspondente a cada constituinte do Universo que
esta sendo considerado. A denic~ao do para^metro de densidade expressa uma com-
parac~ao entre uma dada densidade relacionada a algum constituinte com a densidade
crtica.
A partir das equac~oes (3.25) e (3.40), podemos escrever

total = 1 +
k
a2H2
; (3.41)
onde 
total denota o para^metro de densidade relacionado a densidade total do Uni-
verso (a soma das densidades de todos os constituintes). Constatamos da equac~ao
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(3.41), que se k = 0, 
total = 1, e o mesmo permanece com esse valor por todo o
tempo, uma vez que k e constante.
Uma outra grandeza importante e o para^metro de desacelerac~ao, re-
lacionado a variac~ao da taxa de expans~ao do Universo com o tempo. O para^metro
de desacelerac~ao q e denido por
q =   1
H2
a
a
=
1
2
+
3p
2
: (3.42)
Dessa denic~ao, vemos que q tem um valor positivo para um Universo desacelerado
e um valor negativo para um Universo acelerado. Alem disso, o para^metro de desa-
celerac~ao depende da densidade  e da press~ao p totais do Universo. A denic~ao de q
foi feita como o negativo da acelerac~ao porque o Modelo Padr~ao preve^ que o Universo
se expande desaceleradamente (o Modelo Padr~ao considera um Universo composto
somente de materia comum, a qual e sempre atrativa), tal que esse para^metro sem-
pre mede o valor absoluto da desacelerac~ao, tornando-se mais adequado para ns
praticos.
Um para^metro observacional bastante usado pela astronomia obser-
vacional e a diferenca de magnitudes 0, que e denida como a diferenca entre a
magnitude bolometrica aparente m e a magnitude absoluta M de uma determinada
fonte. A express~ao para 0 e dada por
0 = m M = 25 + 5 log10 dL; (3.43)
onde dL e a dista^ncia de luminosidade, denida por
dL = c(1 + z)
Z z
0
dz
H(z)
; (3.44)
com H(z) sendo o para^metro de Hubble em func~ao do redshift.
3.6.1 Dista^ncia de luminosidade
A dista^ncia de luminosidade expressa a quantidade de luz recebida
de um objeto distante, o que permite determinar indiretamente a que dista^ncia
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se encontra o objeto { assumindo-se que a intensidade luminosa cai com o inverso
do quadrado da dista^ncia ao objeto. Podemos denir a dista^ncia de luminosidade
em termos de uma luminosidade absoluta L (pote^ncia total da fonte) e sua cor-
respondente luminosidade aparente l (pote^ncia por unidade de area recebida pelo
observador)
dL =
r
L
4l
: (3.45)
Num espaco euclidiano, a luminosidade aparente seria dada por l =
L=4d2, onde d e a dista^ncia do objeto ao observador. Mas, em escala cosmologica,
temos que levar em conta a expans~ao do espaco, o que gera uma atenuac~ao na
luminosidade recebida. Assim, a luminosidade aparente corrigida e dada por
l =
L
4d2(1 + z)2
: (3.46)
Considerando-se um espaco plano (k = 0) e a propagac~ao da luz
radialmente (d = d = 0), para a metrica de Friedmann-Robertson-Walker, cal-
culamos a dista^ncia d (dista^ncia espacial) a partir de (2.8), de onde obtemos d =R r
0
p grrdxrdxr = a(t)
R r
0
dr = a(t)r, onde r e a dista^ncia comovel percorrida pela
luz. Substituindo-se d = a(t)r em (3.46), podemos expressar (3.45) para as medidas
realizadas hoje (r; a  ! r0; a0)
dL = a0r0(1 + z): (3.47)
Para calcular r0, devemos impor ds = 0 (estamos calculando a
dista^ncia comovel percorrida pela luz), de onde obtemos cdt=a(t) = dr, que sob
a integrac~ao
R t0
0
cdt=a(t) =
R r0
0
dr, apos a mudanca de variaveis dt =
 
dt
da
 
da
dz

dz =
 a(t)
H

dz (a dista^ncia de luminosidade e medida em func~ao do redshift), toma a
forma r0 = c
R z
0
dz=H(z). Agora, usando esse resultado em (3.47), temos a ex-
press~ao nal para a dista^ncia de luminosidade
dL = c(1 + z)
Z z
0
dz
H(z)
; (3.48)
onde consideramos a0 = 1.
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3.7 Sucessos e problemas do Modelo Padr~ao
Num passado distante, quando o fator de escala era muito menor e
a densidade de materia era muito alta, certamente que o livre caminho medio dos
protons, dos eletrons e da radiac~ao (fotons) era muito menor do que hoje. A in-
terac~ao entre materia e radiac~ao, por ser abundante nessa epoca, faria com que todo
o meio se encontrasse muito proximo do equilbrio termodina^mico com os fotons.
Como o Universo se expandiu, o gas de fotons se resfriou e a densidade de energia
diminuiu, possibilitando que os protons e os eletrons se combinassem. Assim, houve
um desacoplamento do gas de fotons da materia, o qual uiu livremente, originando
o fundo de fotons com baixa energia que permeia todo o Universo. Esse fundo de ra-
diac~ao e conhecido hoje como radiac~ao cosmica de fundo e foi proposto por Gamow
em 1948, que imaginou um possvel resduo da epoca quando a elevada temperatura
e a alta densidade poderiam ter resultado na formac~ao de uma parte dos elementos
qumicos.
Inicialmente, n~ao se deu importa^ncia aos calculos realizados por
Gamow, o que resultou em nenhum esforco para detectar tal radiac~ao. Mas, em
1964, por acaso, Penzias e Wilson [44] descobriram essa radiac~ao quando moni-
toravam antenas de comunicac~ao. A temperatura medida dessa radiac~ao estava
muito proxima dos 3K previstos por Gamow. A previs~ao da existe^ncia da radiac~ao
cosmica de fundo e a sua conrmac~ao certamente foi o mais notavel sucesso do Mo-
delo Padr~ao.
Apesar do e^xito de suas previs~oes, o Modelo Padr~ao enfrenta alguns
problemas, dos quais citamos os principais:
i) Problema do Horizonte: A radiac~ao cosmica de fundo observada apresenta uma
elevadssima homogeneidade. Mas o fato e que as regi~oes distantes n~ao teriam
condic~oes de estar em contato causal antes da epoca do desacoplamento radiac~ao-
materia que deu origem a radiac~ao que observamos hoje. O Modelo Padr~ao n~ao pode
prever essa homogeneizac~ao por mecanismo algum e, assim, permanece a quest~ao
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natural de como explicar o fato de o Universo conseguir atingir tal grau de homo-
geneizac~ao.
ii) Problema da Planaridade: De acordo com os dados da astronomia observacional,
o para^metro de densidade tem um valor muito proximo a 1, mas n~ao exatamente
1, que corresponde ao modelo crtico (
total = 1), o que signica que a geometria
do Universo e praticamente plana (k  0), de acordo com (3.41). Como vimos na
sec~ao 3.6, essa e uma situac~ao muito especial, pois se 
 fosse um pouco maior ou
um pouco menor que a unidade no incio do Universo, hoje o seu valor seria muito
diferente de 1, uma vez que o mesmo e func~ao do tempo. Isso implica num ajuste
nssimo do para^metro de densidade no incio do Universo para que o seu valor seja
compatvel com o que e observado hoje, o que realmente e algo bastante articial
em virtude desse carater altamente instavel de 
.
Outros problemas do Modelo Padr~ao podem ser vistos com detalhes
na refere^ncia [47].
3.8 Modelo do Universo inacionario
Desta sec~ao em diante, usaremos as unidades naturais: 8G = c =
~ = 1.
Para corrigir alguns dos problemas do Modelo Padr~ao, Alan Guth
propo^s em 1981 o modelo inacionario [1]. A ideia fundamental e que no incio o
Universo expandiu-se violentamente num perodo muito curto, caracterizado por um
crescimento acelerado do fator de escala, o qual cou conhecido como inac~ao. Esse
perodo inicia-se logo apos a era de Planck, quando t > tp  ~=mpc2 (tp e o tempo
de Planck e mp e a massa de Planck), e a Relatividade Geral passa a ser valida. De
acordo com esse modelo, o perodo inacionario ocorre entre 10 43 s e 10 34 s apos
o Big Bang.
26
Mas qual seria a causa da inac~ao? A alternativa mais natural e atri-
buir a constante cosmologica a causa da acelerac~ao do fator de escala. Da equac~ao
(3.28), vemos que isso e possvel (a > 0) se 2 >  + 3p. Nesse cenario, o fator de
escala ganha um grande acrescimo com o tempo, ent~ao o termo k da equac~ao (3.25)
sofre grande diluic~ao e pode ser desprezado. Ainda, admitindo-se que a densidade
de energia da materia era desprezvel nessa epoca, de (3.25) temos a soluc~ao
a(t) = exp
"r

3
(t  t0)
#
; (3.49)
que expressa o fato de que quando a constante cosmologica domina, a taxa de ex-
pans~ao do Universo e alta. Essa soluc~ao e conhecida como soluc~ao de de Sitter.
Mas, certamente, a era inacionaria deve ter um m e, para isso, especula-se que a
energia da constante cosmologica tenha se convertido em materia, a qual causaria
uma expans~ao desacelerada do Universo que, a partir de ent~ao, obedeceria ao Mo-
delo Padr~ao.
Os modelos inacionarios correntes utilizam-se de campos escalares
acoplados (ver subsec~ao 3.8.1) ao campo gravitacional, com densidades de poten-
cial de auto interac~ao adequados a fornecer o cenario mais correto. Nesses tipos de
modelo, o campo escalar e o responsavel pela inac~ao e e chamado de inaton. A
ac~ao que representa um modelo tpico de campo escalar acoplado ao campo gravi-
tacional e a seguinte
S =
Z p g d4x 1
2
R +
1
2
@@
  V ()

; (3.50)
e descreve um Universo dominado pelo campo escalar, aqui representado por . A
ac~ao acima e a soma da ac~ao do campo gravitacional com a ac~ao do campo esca-
lar, proveniente da densidade de lagrangiana L = 12@@   V (), que descreve
 [48]. As formas mais comuns de potencial utilizadas s~ao a forma exponencial,
V () = V0 exp[ (t)], e a forma de pote^ncia, V () = V0(t)m, com V0,  e m
sendo constantes arbitrarias.
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Da variac~ao da ac~ao (3.50) com respeito a g , temos o tensor energia-
momento para o campo
T  = @@  g

1
2
@@
  V ()

; (3.51)
que identicado ao tensor energia-momento para um uido perfeito, leva-nos as
express~oes para a densidade de energia e para a press~ao do campo, respectivamente,
 =
1
2
_2 + V (); (3.52)
p =
1
2
_2   V (): (3.53)
A condic~ao de conservac~ao do tensor energia-momento nos leva a
equac~ao de uido para o campo escalar
_ + 3H( + p) = 0; (3.54)
e a variac~ao da ac~ao (3.50) com respeito a  nos fornece a equac~ao que governa a
evoluc~ao temporal do campo escalar (equac~ao de Klein-Gordon)
+ 3H _+
dV
d
= 0; (3.55)
que n~ao e uma equac~ao independente, pois a mesma pode ser obtida a partir da
substituic~ao de (3.52) e (3.53) em (3.54). Lembre que, de acordo com o princpio
cosmologico, o Universo e homoge^neo e isotropico, o que nos levou a considerar o
campo escalar como homoge^neo nas equac~oes acima, ou seja, somente como func~ao
do tempo,  = (t).
Para um Universo dominado pelo campo escalar, as equac~oes de
Friedmann e da acelerac~ao s~ao
H2 =

3
; (3.56)
2 _H + 3H2 =  p: (3.57)
Para que tenhamos expans~ao acelerada, devemos ter uma press~ao ne-
gativa, o que e garantido pela condic~ao 1
2
_2  V (), isto e, quando o termo cinetico
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e desprezvel frente ao potencial. Por outro lado, com essa condic~ao, o potencial
esta para o seu valor maximo e, se temos um perodo de expans~ao acelerada, o
potencial deve variar muito lentamente nesse perodo. Ent~ao, podemos escrever
V  constante ou V 0 = , onde  e um valor muito pequeno. Essa aproximac~ao e
conhecida como aproximac~ao slow-roll, caracterizando uma expans~ao acelerada.
No regime slow-roll, _  constante e   0, tal que a equac~ao (3.55)
pode ser escrita como
3H _+
dV
d
= 0; (3.58)
e pela considerac~ao de que V  constante, a equac~ao (3.56), atraves de (3.52),
torna-se
H2  V0
3
= constante; (3.59)
de onde temos a soluc~ao inacionaria exponencial
a(t) = a0 exp
r
V0
3
t: (3.60)
Da, conclumos que independente da forma do potencial, a aproximac~ao slow-roll
sempre fornecera uma soluc~ao aproximadamente exponencial.
Das equac~oes (3.52) e (3.53), podemos considerar que no perodo da
inac~ao exponencial temos p =   =  V (similar ao que ocorre no modelo da
constante cosmologica), e o inaton evoluira do estado de falso vacuo (vacuo meta
estavel) para o estado de vacuo verdadeiro (vacuo estavel), quando dV=d n~ao for
mais pequeno (termino do regime inacionario). No nal dessa fase, o potencial
chega ao seu mnimo e o termo cinetico n~ao e mais desprezvel e, de acordo com a
equac~ao (3.55), o inaton sofre oscilac~oes amortecidas e perde energia, a qual re-
aquece o Universo. A temos o m da inac~ao e o Modelo Padr~ao passa a ser a
descric~ao correta da evoluc~ao do Universo.
Listamos aqui dois dos principais problemas do Modelo Padr~ao que
o modelo inacionario consegue resolver:
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i) Problema do Horizonte: A luz percorre desde o incio do Universo ate um instante
t uma dista^ncia dada por
d = a(t)
Z t
0
dt
a(t)
; (3.61)
onde o espaco considerado e descrito pela metrica de Friedmann-Robertson-Walker,
com k = 0. Tem-se ds = 0 para a luz, o que implica em dt2   a(t)2dr2 = 0, e
escrevemos (3.61) como d = a(t)
R r
0
dr = a(t)r. Daqui, podemos ver que as regi~oes
que estavam em contato causal no incio ultrapassaram seus horizontes em virtude
de a(t) crescer exponencialmente, o que hoje nos faz parecer que essas regi~oes nunca
poderiam estar em contato causal.
ii) Problema da Planaridade: Da equac~ao (3.41), temos
j
  1j = jkj
a2H2
: (3.62)
Analisando essa equac~ao, constatamos que se o fator de escala cresce exponencial-
mente, o seu lado direito tende a zero e, consequentemente, temos que 
 tende a 1,
signicando tambem que o Universo tende a ter uma geometria plana, e isso e o que
observamos hoje.
Outros problemas que o modelo inacionario pode resolver est~ao de-
talhados na refere^ncia [47].
3.8.1 Acoplamento ao campo gravitacional
O acoplamento de um campo qualquer ao campo gravitacional pode
ser mnimo ou n~ao mnimo. Diz-se que o acoplamento e mnimo quando o campo
n~ao esta acoplado ao escalar de curvatura, e n~ao mnimo quando este esta acoplado
ao escalar de curvatura. A seguir est~ao ilustradas as lagrangianas que representam
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cada tipo de acoplamento.
Acoplamento mnimo  ! L = 1
2
R + L;
Acoplamento n~ao mnimo  ! L = 1
2
F ()R + L; (3.63)
onde  representa um campo qualquer e L a lagrangiana que o descreve, enquanto
F () e uma func~ao generica que descreve o acoplamento n~ao mnimo deste com o
campo gravitacional.
O acoplamento n~ao mnimo descreve uma teoria de gravitac~ao onde
o valor da "constante" gravitacional varia de ponto a ponto no espaco-tempo. Po-
demos ver isso notando que
c3
16
F [(x; t)] R  c
3
16G
R; com G =
1
F [(x; t)]
= G(x; t): (3.64)
Aqui voltamos as unidades SI para poder analisar o signicado desse acoplamento.
Tendo isso em vista, obviamente que a ac~ao com um acoplamento n~ao
mnimo nos leva a uma teoria de gravitac~ao modicada. Cabe frisar aqui que pode-
mos considerar teorias da gravitac~ao com acoplamentos n~ao mnimos como teorias
que generalizam a Relatividade Geral. Pois, de acordo com (3.64), quando F () =
constante = 1, recuperamos a Relatividade Geral como concebida por Einstein. Essa
generalizac~ao teve sua ge^nese na tentativa de Brans e Dicke de implementar comple-
tamente o princpio de Mach na teoria da Relatividade Geral [49]. Dessa tentativa,
surgiu a primeira teoria de gravitac~ao com acoplamento n~ao mnimo, representada
pela seguinte ac~ao
S =
Z
d4x
p g

R  !

@@
+ Lc

; (3.65)
onde  = (x; t) e um campo escalar, ! = !() e o para^metro de Brans-Dicke e Lc
e a densidade de lagrangiana que descreve os componentes materiais que comp~oem
o Universo.
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3.9 Expans~ao acelerada e energia escura
A partir das medidas observacionais, verica-se que 
0total  1, mas
os constituintes conhecidos n~ao s~ao sucientes para que o para^metro de densidade
tenha esse valor. As medidas do satelite WMAP estabelecem que 
0total = 1:020:02
[50] (lembre-se que nesse caso k  0). A radiac~ao e a materia  incluindo-se a materia
escura { ver subsec~ao 3.9.1

totalizam: 
0r + 

0
m + 

0
dm  0:28 [51]. Isso signica
que deve existir mais um constituinte, ainda desconhecido pela Cosmologia, o qual,
por esse motivo, acabou levando o nome de energia escura.
Um outro problema com o Modelo Padr~ao, que veio a tona a partir
de observac~oes astrono^micas recentes, e o Problema da Expans~ao Acelerada. A me-
dida mais conavel do valor do para^metro de desacelerac~ao hoje, q0, foi realizada
por grupos que estudam supernovas distantes do tipo Ia [52]. Os resultados das me-
didas mostram que o Universo esta em expans~ao acelerada hoje, ou seja, que q0 < 0.
Esse resultado certamente e inesperado, pois, como mencionamos na sec~ao 3.6, o
Modelo Padr~ao preve^ um Universo sempre em expans~ao desacelerada. Claramente,
as observac~oes astrono^micas mostram uma discrepa^ncia seria com as previs~oes do
Modelo Padr~ao, o que inevitavelmente exige mais uma correc~ao.
Em conex~ao com o problema do para^metro de densidade, poderamos
tambem associar a acelerac~ao cosmologica a energia escura. Isso parece algo natural,
a priori, uma vez que temos dois problemas que aparentemente podem ser resolvi-
dos pela mesma suposic~ao. De acordo com os dados observacionais, o para^metro de
densidade associado a energia escura deve ter hoje o valor 
0de = 0:72 0:03 [51].
Como no caso da inac~ao, a alternativa mais imediata e atribuir
a constante cosmologica a natureza da energia escura. Desse modo, teramos um
Universo composto por radiac~ao, materia e constante cosmologica. Esse modelo
e chamado de modelo CDM, onde  esta designando a constante cosmologica e
a sigla CDM signica Cold Dark Matter (toda a materia considerada compreende
a materia ordinaria mais a materia escura n~ao relativstica). A partir de (3.25),
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levando em conta as soluc~oes (3.31) e (3.32), temos ent~ao a equac~ao de Friedmann
para o modelo CDM
3
_a2
a2
=
0m
a3
+
0r
a4
+ : (3.66)
As constantes de proporcionalidade 0m e 
0
r s~ao as densidades de energia da materia
e da radiac~ao avaliadas num instante t0, respectivamente. Lembre-se que agora
usamos as unidades 8G = c = 1 e consideramos k = 0.
Quando a materia e a constante cosmologica s~ao dominantes sobre
a radiac~ao, podemos desprezar 0r=a
4 em (3.66), obtendo a soluc~ao
a(t) =

0m

 1
3
(
sinh
"p
3
2
(t+K0)
#) 2
3
; (3.67)
e quando a radiac~ao e dominante sobre a materia, podemos desprezar 0m=a
3, de
onde temos
a(t) =

0r

 1
4
vuutsinh"2r
3
(t+K1)
#
; (3.68)
onde K0 e K1 s~ao constantes de integrac~ao.
A curva da diferenca de magnitudes 0 (ver (3.43)), calculada a par-
tir desse modelo, ajusta-se muito bem a curva observacional. A concorda^ncia do
modelo com as medidas de anisotropia da radiac~ao cosmica de fundo tambem e
excelente. Mas, apesar desse grande sucesso do modelo CDM, existe um grave
problema a ser enfrentado, relacionado a propria constante cosmologica.
De acordo com a teoria inacionaria, o valor da sua densidade de
energia nos primordios do Universo deveria ser   1095kg/m3. Por outro lado, o
valor da sua densidade de energia hoje deve ser 0  0:72 0c = 10 26kg/m3. Ent~ao,
temos que =
0
  10121. Lembrando que a constante cosmologica esta relacionada
a sua densidade de energia por  = 8G=c
2, vemos que o seu valor hoje difere
do seu valor na epoca da inac~ao em 121 ordens de grandeza! Ora, se  e uma
constante, esta claro que temos aqui uma grave contradic~ao.
Um modelo alternativo ao CDM, bastante estudado pela comu-
nidade cientca, considera a energia escura como sendo um campo escalar, que
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conforme a equac~ao (3.28) (com  = 0) deve ter uma press~ao negativa associada.
Esse campo escalar, que promove a acelerac~ao cosmologica atual, e chamado de
quintesse^ncia. A ac~ao que descreve um modelo tpico de quintesse^ncia e a mesma
que a que descreve a inac~ao, mais as ac~oes da radiac~ao e da materia
S =
Z p g d4x 1
2
R +
1
2
@@
  V ()

+ Sr + Sm: (3.69)
Em geral, despreza-se Sr, haja vista que a densidade de energia da radiac~ao em
comparac~ao as densidades de energia da materia e da quintesse^ncia e desprezvel na
epoca atual, o que tambem pode ser dito de sua press~ao em comparac~ao a press~ao
da quintesse^ncia.
Embora o modelo de quintesse^ncia aparentemente n~ao possua proble-
mas graves como o modelo da constante cosmologica, e um tanto inconveniente pelo
fato de depender de um potencial arbitrario V (), que deve ser namente ajustado
para poder descrever a transic~ao de um regime desacelerado para um regime ace-
lerado em acordo com as observac~oes astrono^micas.
Os aprimoramentos dos modelos ja existentes, tanto quanto a procura
por melhores modelos que descrevam a expans~ao acelerada atual, s~ao indubitavel-
mente uma necessidade. Portanto, o problema da energia escura permanece em
aberto.
3.9.1 Materia escura
Observac~oes das curvas de rotac~ao de galaxias [53, 54] mostram que,
alem da materia luminosa, existe um outro tipo de materia compondo o Universo.
Essa conclus~ao se deve ao fato de que, apenas baseando-se na quantidade de materia
calculada a partir das fontes luminosas da galaxia, constata-se que a materia que
conhecemos n~ao da conta de gerar a forca gravitacional a qual as estrelas est~ao
submetidas, medida a partir de suas velocidades de orbita em torno do centro
galactico. Assim, a velocidade orbital das estrelas em torno do centro das galaxias
e maior do que a prevista com base na materia luminosa que comp~oe cada galaxia.
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Isso implica na existe^ncia de algum outro tipo de materia, n~ao luminosa, a qual in-
terage com a materia ordinaria apenas gravitacionalmente e e responsavel por essa
forca gravitacional extra necessaria a explicac~ao das curvas de rotac~ao das galaxias.
Devido a essas caractersticas, tal materia faltante leva o nome de materia escura.
Os dados astrono^micos revelam que em torno de 9/10 de cada galaxia e composto
por materia escura.
A primeira observac~ao que levou a formulac~ao desse problema ocorreu em
1933 [28]. Mesmo que esse seja um problema relativamente antigo, a natureza desse
outro tipo de materia e desconhecido ate o presente e varias partculas candidatas s~ao
propostas na literatura [55]. Atualmente, a explicac~ao mais aceita pelos cosmologos
e astro^nomos para as curvas de rotac~ao de galaxias ainda e a de que existe um
campo de materia desconhecido que apresenta somente interac~ao gravitacional. Os
dados recentes das medidas da materia contida em galaxias atraves do efeito das
lentes gravitacionais suportam fortemente a existe^ncia da materia escura [56, 57].
Algumas teorias alternativas ao uido de materia escura s~ao: Modied Newtonian
Dynamics (MOND) [58], teorias f(R) [59] e fi(R) [60] (materia n~ao minimamente
acoplada a gravidade). As teorias f(R) e fi(R) consideram a materia escura como
um efeito geometrico.
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Captulo 4
Simetria de Noether
Nas analises subsequentes, determinaremos as densidades de poten-
cial e os acoplamentos com o campo gravitacional a partir da simetria de Noether.
Tal simetria funcionara como um primeiro princpio no lugar de se propor as func~oes
da ac~ao que descreve o modelo de uma maneira ad hoc. Desse modo, teremos uma
simetria como origem para as formas das ac~oes utilizadas nos modelos estudados.
4.1 Teorema de Noether
Tomemos a lagrangiana L = L(qi; _qi; ), onde qi representa as co-
ordenadas generalizadas (parametrizadas por ) e o ponto denota derivada com
relac~ao ao para^metro . As quantidades fsicas do sistema meca^nico descrito por L
que n~ao mudam seu valor durante a evoluc~ao do sistema s~ao grandezas conservadas,
chamadas de constantes de movimento.
Uma constante de movimento de um sistema meca^nico e denida
matematicamente como uma func~ao f das coordenadas generalizadas qi e de suas
respectivas derivadas _qi (possivelmente tambem do para^metro ), a qual permanece
constante durante a evoluc~ao do sistema
f(qi; _qi; ) = constante ou
df
d
= 0: (4.1)
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As constantes de movimento fornecem equac~oes diferenciais de primei-
ra ordem, as quais d~ao informac~oes importantes sobre a evoluc~ao do sistema. Tais
constantes de movimento ainda podem ajudar na procura de soluc~oes analticas para
as equac~oes de movimento. Portanto, condic~oes gerais que garantem a existe^ncia de
constantes de movimento s~ao de grande releva^ncia para os problemas de dina^mica.
Na dina^mica lagrangiana, existe uma relac~ao geral entre simetria (in-
varia^ncia sob transformac~oes de coordenadas) e quantidades conservadas { a exis-
te^ncia de uma simetria implica numa quantidade conservada.
Considere a seguinte transformac~ao pontual
qi()  ! q0i(0) = qi() + i(q(); ); (4.2)
  ! 0 = + (q(); ); (4.3)
onde i e  s~ao func~oes conhecidas de (n+1) variaveis { func~oes das n coordenadas
generalizadas e do para^metro  { e  e um para^metro innitesimal arbitrario.
A ac~ao que descreve a dina^mica considerada e invariante sob a trans-
formac~ao (4.2)-(4.3) se
S =
Z 02
01
L

q0i(
0);
dq0i(
0)
d0
; 0

d0  
Z 2
1
L

qi();
dqi()
d
; 

d = 0: (4.4)
Se a condic~ao de invaria^ncia (4.4) e vericada sob a transformac~ao
(4.2)-(4.3), existe uma quantidade conservada associada a L. Tal relac~ao entre si-
metria e quantidade conservada e garantida pelo Teorema de Noether [61, 62]:
Para um sistema meca^nico com n graus de liberdade, se a ac~ao e
invariante sob a transformac~ao (4.2)-(4.3), a quantidade
0 =
nX
i=1
@L
@ _qi
( _qi   i)  L (4.5)
e uma constante de movimento.
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Esse importante teorema e devido a Emmy Noether (1918) [63].
Se o sistema meca^nico e descrito por uma lagrangiana que n~ao de-
pende explicitamente de , isto e, L = L(qi; _qi), teremos invaria^ncia sob uma
translac~ao em , preservando-se as coordenadas qi inalteradas. Isso corresponde
a invaria^ncia sob as transformac~oes i = 0 e  = constante nas transformac~oes
(4.2)-(4.3).
Ent~ao, pelo teorema de Noether, a constante de movimento associada
a dina^mica descrita por L = L(qi; _qi) sera
0 =
0

=
nX
i=1
@L
@ _qi
_qi   L = H; (4.6)
onde H e a func~ao hamiltoniana. Isso signica que a energia total do sistema e uma
constante de movimento. Isto e, o teorema de Noether diz que a energia total do
sistema e conservada.
4.2 Condic~ao de existe^ncia para a simetria de
Noether
Consideremos uma transformac~ao pontual { a condic~ao de simetria
a ser desenvolvida a seguir referir-se-a a simetrias pontuais [65, 66, 67]. Qualquer
transformac~ao invertvel de coordenadas generalizadas Qi = Qi(q) induz uma trans-
formac~ao de velocidades generalizadas, tal que
_Qi(q) =
@Qi
@qj
_qj; (4.7)
onde a matriz J = k@Qi=@qjk e o jacobiano da transformac~ao de coordenadas, cujo
determinante e suposto ser n~ao nulo. Em geral, tal condic~ao n~ao pode ser satisfeita
em todo o espaco, sendo garantida somente na vizinhanca de um ponto. Em outras
palavras, a referida transformac~ao e local.
Como ponto de partida, assumiremos que a transformac~ao pontual
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depende de um para^metro ", isto e, Qi = Qi(q; ") { ressaltamos aqui que a trans-
formac~ao pode depender de um ou mais para^metros. Para valores innitesimais de
", a transformac~ao e ent~ao gerada por um campo vetorial: podemos no momento
considerar "@=@x como representando uma translac~ao innitesimal ao longo do eixo
x e " [x (@=@y)  y (@=@x)] como uma rotac~ao innitesimal em torno do eixo z. Por-
tanto, a transformac~ao induzida (4.7) e representada pelo campo vetorial
X = i(q)
@
@qi
+

d
d
i(q)

@
@ _qi
; (4.8)
denido no espaco tangente ao ponto da transformac~ao. O campo X e chamado de
gerador innitesimal de simetria. Os i s~ao os coecientes do gerador de simetria,
os quais s~ao func~oes somente das coordenadas generalizadas.
Uma func~ao f = f(q, _q) e invariante sob a transformac~ao X se
LXf = Xf = 
i(q)
@f
@qi
+

d
d
i(q)

@f
@ _qi
= 0; (4.9)
onde LXf e a derivada de Lie de f com respeito a X. Se LXf = 0, dizemos que X e
a simetria associada a f , ou seja, f e invariante sob translac~ao das coordenadas qi.
Consideremos agora lagrangianas da forma L = L(qi; _qi), as quais
temos associada a func~ao energia [64]
EL =
@L
@ _qi
_qi   L; (4.10)
onde ha soma sobre osndices repetidos ii (todo o desenvolvimento a seguir respeitara
essa convenc~ao). A equac~ao (4.10) representa a energia total, que em qualquer caso
e uma constante de movimento { atente para o fato de isso sempre ser verdade para
uma lagrangiana que n~ao depende explicitamente de  (veja (4.6)). Considerando a
func~ao f como sendo a lagrangiana L, de (4.9) temos que se
LXL = 0; (4.11)
X e a simetria associada a L. Ent~ao, se a condic~ao acima e satisfeita, a lagrangiana
L apresenta uma simetria { invaria^ncia sob translac~ao das coordenadas qi.
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Por outro lado, tomando as equac~oes de Euler-Lagrange associadas
a lagrangiana L
d
d
@L
@ _qj
  @L
@qj
= 0; (4.12)
sob a aplicac~ao dos i obtemos
j
 
d
d
@L
@ _qj
  @L
@qj
!
= 0; (4.13)
e da regra do produto escrevemos
j
d
d
@L
@ _qj
=
d
d
 
j
@L
@ _qj
!
 

dj
d

@L
@ _qj
: (4.14)
Pela substituic~ao de (4.14) em (4.13) e do uso da denic~ao do gerador
innitesimal de simetria (4.8), chegamos a
d
d
 
i
@L
@ _qi
!
= XL = LXL: (4.15)
Se aplicamos a condic~ao de simetria (4.11) a esse resultado, temos como conseque^ncia
direta o teorema de Noether:
Se LXL = 0, ent~ao a quantidade 0 = i @L@ _qi e uma constante de
movimento.
Uma vez imposta a condic~ao de simetria LXL = 0, temos uma si-
metria de Noether adicional para o sistema dina^mico, alem daquela associada a
conservac~ao da energia total, inerente a todo sistema descrito por uma lagrangiana
que independe explicitamente de . Em vista do que foi desenvolvido acima, essa
simetria esta conectada a imposic~ao de invaria^ncia sob translac~ao das coordenadas
generalizadas. Isso pode ser visualizado a partir da quantidade conservada resul-
tante da condic~ao de simetria LXL = 0, pois esta corresponde a  = 0 e i 6= 0
na constante de movimento (4.5) do Teorema de Noether, que pelas transformac~oes
(4.2) e (4.3) traduzem invaria^ncia sob translac~ao dos qi.
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Um ponto importante relacionado a existe^ncia da simetria de Noether
deve ser abordado aqui. Considere o operador iY, denido por
iY = y
ii; (4.16)
onde Y e o campo vetorial Y = yi@=@xi e  e o um-forma  = idx
i.
A constante associada a simetria de Noether, 0 = 
i @L
@ _qi
, pode ser
expressa independentemente do sistema de coordenadas pela aplicac~ao do operador
(4.16) { com o campo vetorial Y sendo agora o gerador de simetria X { ao um-forma
de Cartan associado a L [65], denido por
L =
@L
@ _qi
dqi; (4.17)
ou seja,
iXL = i
@L
@ _qi
= 0: (4.18)
Isso signica que 0 e uma quantidade invariante com relac~ao a mudanca do sistema
de coordenadas no qual ela e expressa.
Como conseque^ncia, se existir uma simetria de Noether associada
ao sistema, sob uma transformac~ao de coordenadas no espaco de congurac~ao, po-
demos descrever a dina^mica a partir de um sistema de coordenadas em que uma das
variaveis seja cclica. Esse procedimento pode, em alguns casos, levar a integrac~ao
completa do sistema, o que revela uma vantagem tecnica relacionada a simetria de
Noether.
Pode-se mostrar, ainda, que o novo conjunto de variaveis fQk(ql)g,
via transformac~ao pontual de coordenadas no espaco de congurac~ao, tal que uma
das variaveis e cclica, obedece ao seguinte sistema de equac~oes diferenciais
l
@uk0
@ql
= 0;
l
@z
@ql
= 1; (4.19)
onde k0 = 1; 2; ::: k   1 e os uk0 e z compreendem as novas coordenadas Qk(ql) do
espaco de congurac~ao, com z sendo a variavel cclica.
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4.3 Determinac~ao da lagrangiana pontual e
condic~ao de simetria
Nos desenvolvimentos dos captulos posteriores, o metodo consistira
na aplicac~ao da condic~ao LXL = 0 a uma lagrangiana pontual generica que re-
presenta algum modelo cosmologico geral. Respeitando essa condic~ao de simetria,
determinaremos as formas dos potenciais e dos acoplamentos indenidos nas ac~oes
dos modelos. Portanto, o criterio para a existe^ncia de alguma simetria de Noether
pode restringir as formas possveis para a lagrangiana geral, ao mesmo tempo em que
nos fornece ferramentas que podem ajudar na integrac~ao das equac~oes de campo.
Tal metodo funciona como um primeiro princpio para a determinac~ao das func~oes
que representam os potenciais e os acoplamentos.
A condic~ao de existe^ncia para a simetria de Noether desenvolvida na
sec~ao anterior e aplicada a lagrangianas pontuais. Assim, devemos primeiramente
transcrever as densidades de lagrangiana que descrevem os modelos cosmologicos
para a forma pontual, para posteriormente aplicar a condic~ao de simetria. O metodo
geral dessa transcric~ao sera desenvolvido a seguir.
Tomemos uma ac~ao que descreve um acoplamento n~ao mnimo de
um determinado campo a gravidade
S =
Z
d4x
p g

F ()R +
1
2
@@
  V ()

: (4.20)
Como podemos ver, a quantidade entre chaves dessa ac~ao representa uma densidade
de lagrangiana, o que signica que o modelo e descrito por um funcional com innitos
graus de liberdade.
A seguir, transformaremos nosso problema original em um problema
com nitos graus de liberdade, isto atraves da especicac~ao de uma metrica que
representa um espaco homoge^neo e isotropico. Para uma metrica de Friedmann-
Robertson-Walker espacialmente plana, considerando-se o campo homoge^neo, a ac~ao
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(4.20) toma a forma
S = 22
Z
dt a3
(
6F
"
a
a
+

_a
a
2#
+
1
2
_2   V
)
: (4.21)
Integrando (4.21) por partes e levando em conta as condic~oes de
fronteira, denimos uma nova ac~ao
S =   S
22
=
Z
dt

6Fa _a2 + 6a2 _a
dF
d
_  a3

1
2
_2   V

: (4.22)
Por m, de (4.22) chegamos a nova lagrangiana que descreve a dina^mica do modelo,
a saber,
L = 6Fa _a2 + 6a2 _adF
d
_  a3

1
2
_2   V

: (4.23)
Perceba agora que a dina^mica e descrita por uma lagrangiana que
tem a forma L(qi; _qi), ou seja, uma lagrangiana pontual que n~ao depende explicita-
mente do tempo. Nesse caso ilustrativo, as coordenadas generalizadas s~ao q1 = a,
q2 = , onde _q1 = da=dt = _a, _q2 = d=dt = _, e o problema passa a apresentar
dois graus de liberdade. Observe que em nossos problemas o para^metro  sera o
tempo cosmologico, pois uma vez que a lagrangiana pontual provem da imposic~ao
de um espaco homoge^neo e isotropico, resulta que os campos s~ao func~oes do tempo
cosmologico.
Com a lagrangiana pontual (4.23) em m~aos, estamos aptos a aplicar
a condic~ao de existe^ncia para a simetria de Noether. Da express~ao (4.8), temos o
gerador de simetria correspondente
X = 1
@L
@a
+ 2
@L
@
+
d1
dt
@L
@ _a
+
d2
dt
@L
@ _
; (4.24)
onde 1 e 2 s~ao func~oes das coordenadas a e .
Aplicando-se a condic~ao de simetria,
LXL = XL = 0; (4.25)
a lagrangiana (4.23), com o gerador de simetria dado por (4.24), obtemos um po-
lino^mio em termos das derivadas dos campos que deve ser identicamente nulo
A _a2 +B _2 + C _a _+D = 0; (4.26)
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cujos coecientes s~ao
A = 6F

1 + 2a
@1
@a
+

2 + a
@2
@a

a
F
dF
d

; (4.27)
B =  a
2
2

31   12dF
d
@1
@
+ 2a
@2
@

; (4.28)
C = 6a

a2
d2F
d2
+

21 + a
@1
@a
+ a
@2
@

dF
d
+ 2F
@1
@
  a
2
6
@2
@a

; (4.29)
D = a2

31V + a2
dV
d

: (4.30)
Para que a igualdade (4.26) seja satisfeita, cada um dos coecien-
tes A, B, C e D deve se anular, de onde resulta o seguinte sistema de equac~oes
diferenciais parciais acopladas
1 + 2a
@1
@a
+

2 + a
@2
@a

a
F
dF
d
= 0; (4.31)
31   12dF
d
@1
@
+ 2a
@2
@
= 0; (4.32)
a2
d2F
d2
+

21 + a
@1
@a
+ a
@2
@

dF
d
+ 2F
@1
@
  a
2
6
@2
@a
= 0; (4.33)
31V + a2
dV
d
= 0: (4.34)
Havera alguma simetria para a lagrangiana (4.23) { condic~ao (4.25)
satisfeita { se existir uma soluc~ao para o sistema acima em que pelo menos um i
seja diferente de zero. Observe que n~ao necessariamente existira apenas um conjunto
de i's porque as func~oes F e V est~ao indenidas. Podem existir varios conjuntos
de formas para F e V que correspondam a varios conjuntos de i's. Em outras
palavras, a soluc~ao do sistema sera dada por conjuntos soluc~ao f1; 2; F; V g. Isso
signica que podera existir mais de uma simetria, isto e, a soluc~ao para a condic~ao
LXL = 0 n~ao sera necessariamente unica.
Com o que foi exposto acima, completamos a ilustrac~ao do metodo
da simetria de Noether que aplicaremos nos desenvolvimentos a seguir.
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Captulo 5
Quintesse^ncia n~ao minimamente
acoplada versus CDM
A despeito da variedade de teorias que generalizam a Relatividade
Geral, os dados observacionais que confrontam a Relatividade Geral com outras te-
orias mostram que o modelo CDM [68] ainda parece ser o de melhor precis~ao {
pelo menos desde a era dominada pela materia ate o presente. Sem ignorar tal fato
observacional, neste captulo investigaremos uma teoria geral de quintesse^ncia n~ao
minimamente acoplada a gravidade, compreendendo as eras da radiac~ao, da materia
e da constante cosmologica. Apesar de o modelo da quintesse^ncia n~ao minimamente
acoplada ser sicamente diferente do modelo da constante cosmologica, mostraremos
que por meio de uma mudanca de coordenadas (gerada pela simetria de Noether)
no espaco de congurac~ao, a partir das equac~oes de campo originais, pode-se obter
uma dina^mica que e essencialmente a mesma daquela do modelo CDM.
O trabalho [69] analisa um Universo composto por um campo es-
calar n~ao minimamente acoplado ao campo gravitacional no contexto do perodo
inacionario (campo de inaton) usando o metodo da simetria de Noether, e como
resultado, varias formas para o potencial e o acoplamento s~ao obtidas. Na presente
analise, essa tecnica e empregada para um campo escalar n~ao minimamente aco-
plado no contexto de um campo de energia escura (quintesse^ncia), com os campos
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de materia e radiac~ao presentes. Nesse contexto, somos levados a uma restric~ao
mais robusta as formas do potencial e do acoplamento para a obtenc~ao de uma
lagrangiana de Noether. Sob nossas considerac~oes, um unico conjunto de func~oes
que representam o potencial e o acoplamento e obtido, o qual nos leva a dina^mica
acima mencionada. A partir deste captulo, ser~ao apresentadas as nossas contri-
buic~oes originais.
5.1 Equac~oes de campo
Tomamos a seguinte ac~ao geral para um Universo composto por
campos de materia e radiac~ao e um campo escalar (quintesse^ncia) n~ao minimamente
acoplado a gravidade
S =
Z
d4x
p g

L()R +
1
2
g@@  U() + Lm + Lr

; (5.1)
onde  descreve o campo de quintesse^ncia e Lm e Lr s~ao as densidades de lagrangiana
dos campos de materia e de radiac~ao, respectivamente. Aqui, L() e uma func~ao
generica de classe C2 que representa o acoplamento a gravidade e U() e o potencial
de auto interac~ao do campo escalar.
Pela variac~ao da ac~ao (5.1) com respeito ao tensor metrico g ,
chegamos as equac~oes de Einstein modicadas
R   1
2
gR =  T
2L
: (5.2)
Acima, T = T
m
 + T
r
 + T

 , onde os sobrescritos m; r e  representam os ten-
sores energia-momento dos campos de materia, de radiac~ao e do campo escalar,
respectivamente. Estes s~ao denidos por
Tm =
2p g
 (
p gLm)
g
; T r =
2p g
 (
p gLr)
g
; (5.3)
T  = @@ 

1
2
@@
  U

g +
 rr + grrL: (5.4)
Observemos que quando L ! 1=2 na equac~ao (5.2), as equac~oes de Einstein s~ao
recuperadas.
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Consideramos agora uma metrica plana de Friedmann-Robertson-
Walker, sendo o campo  espacialmente homoge^neo e os campos de materia e de
radiac~ao com as equac~oes de estado usuais pm = 0 e pr = r=3, respectivamente.
Sob essas considerac~oes, tomando m = 
0
m=a
3 e r = 
0
r=a
4 (Captulo 3), obtemos
da ac~ao (5.1) a seguinte lagrangiana pontual
L = 6a _a2L+ 6a2 _adL
d
_  a3
 
_2
2
  U
!
+ 0m +
0r
a
; (5.5)
a qual fornece as mesmas equac~oes dina^micas que aquelas obtidas a partir das
equac~oes de campo (5.2).
Chegamos a equac~ao de Friedmann modicada pela imposic~ao de
que a func~ao energia associada a lagrangiana (5.5) se anule, ou seja,
EL =
@L
@ _a
_a+
@L
@ _
_  L = 0;
=)

_a
a
2
=
m + r + 
6L
; (5.6)
com  denotando a densidade de energia do campo de quintesse^ncia.
Da equac~ao de Euler-Lagrange para a e , aplicada a (5.5), temos
as equac~oes da acelerac~ao e de Klein-Gordon modicadas
a
a
=   [m + r +  + 3(pr + p)]
12L
; (5.7)
+ 3

_a
a

_  6
"
a
a
+

_a
a
2#
dL
d
+
dU
d
= 0; (5.8)
respectivamente, onde p e a press~ao do campo de quintesse^ncia.
Nas equac~oes acima, a press~ao e a densidade de energia do campo
de quintesse^ncia s~ao denidas por
 =
1
2
_2 + U   6

_a
a

dL
d
_; (5.9)
p =
1
2
_2   U + 2

dL
d
+ 2

_a
a

dL
d
_+
d2L
d2
_2

; (5.10)
de acordo com o tensor energia-momento (5.4).
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5.2 Func~oes de Noether
A tecnica da simetria de Noether pode ser usada como uma ferra-
menta para sugerir formalmente func~oes que representam o acoplamento e o po-
tencial indenidos na lagrangiana (5.5). Uma vez que as formas indenidas ser~ao
determinadas a partir da condic~ao de existe^ncia para a simetria de Noether, o sis-
tema dina^mico apresentara uma quantidade conservada e uma variavel cclica podera
ser encontrada atraves de uma mudanca de coordenadas no espaco de congurac~ao.
Tais propriedades podem se mostrar uteis na procura de uma integrac~ao completa
para o sistema.
Aplicando a condic~ao de Noether LXL = XL = 0 em (5.5), com X
denido para o presente problema por
X = 
@
@a
+ 
@
@
+
d
dt
@
@ _a
+
d
dt
@
@ _
; (5.11)
sendo  e  func~oes de (a; ), chegamos ao seguinte sistema de equac~oes diferenciais
parciais acopladas
+ 2a
@
@a
+
a
L
dL
d

 + a
@
@a

= 0; (5.12)
3  12dL
d
@
@
+ 2a
@
@
= 0; (5.13)
a
d2L
d2
+

2 + a
@
@a
+ a
@
@

dL
d
+ 2L
@
@
  a
2
6
@
@a
= 0; (5.14)


3U   
0
r
a4

+ a
dU
d
= 0: (5.15)
Estamos interessados em soluc~oes com dL=d 6= 0 (acoplamento n~ao
mnimo). Ent~ao, procurando por  e  que s~ao dados por func~oes separaveis de a e
, isto e,
 = 1(a)2();  = 1(a)2(); (5.16)
o sistema (5.12)-(5.15) fornece a soluc~ao
 = 0;  =
0
a
; U = ; L = A+B  
2
12
; (5.17)
onde 0, , A e B s~ao constantes.
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Como resultado, se tomamos L e U dados por (5.17), o sistema passa a
apresentar uma simetria de Noether com a constante de movimento dada por
M0 = 
@L
@ _a
+ 
@L
@ _
= 0a
2

6

_a
a

B   
6

  _

; (5.18)
a qual e determinada pela aplicac~ao de (4.6).
5.3 Analise do sistema dina^mico
A partir das formas de Noether U =  e L = A+B 2
12
encontradas
acima, temos o seguinte sistema dina^mico a ser resolvido
6

A+B  
2
12

_a2
a2
=
0m
a3
+
0r
a4
+
_2
2
+   6 _a
a

B   
6

_; (5.19)
+ 3

_a
a

_  6
"
a
a
+

_a
a
2#
B   
6

= 0; (5.20)
6

_a
a

B   
6

  _ = M0
0a2
; (5.21)
o qual resulta de (5.6), (5.8) e da inclus~ao da constante de movimento (5.18).
Se realizarmos a transformac~ao   !  + constante e tomamos
a constante como sendo igual a 6B, a aplicac~ao das func~oes de Noether (5.17) {
validas para uma metrica plana de Friedman-Robertson-Walker { a ac~ao (5.1)
S =
Z
d4x
p g

A+B  
2
12

R +
1
2
g@@   + Lm + Lr

; (5.22)
sob essa transformac~ao, resulta em
S =
Z
d4x
p g

A  3B2   
2
12

R +
1
2
g@@   + Lm + Lr

: (5.23)
Podemos fazer A 3B2 = 1=2 na ac~ao transformada e obter o acoplamento conforme
L = 1
2

1  2
6

. Isso e equivalente a escolher A = 1=2 e B = 0 em L para a variavel
original sem perda de generalidade. Tendo em mente o resultado da transformac~ao
(5.23), pode-se retornar ao problema original com a func~ao L = 1
2

1   2
6

como
sendo a mais general. Fazendo assim, nossa lagrangiana inicial e expressa na forma
L = 3a _a2   1
2
a _a22   a2 _a _  a3
 _2
2
  

+ 0m +
0r
a
: (5.24)
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Uma vez que temos uma simetria de Noether para a lagrangiana
(5.24), de acordo com (4.19), existe uma transformac~ao de variaveis que obedece ao
sistema

@u
@a
+ 
@u
@
= 0; (5.25)

@z
@a
+ 
@z
@
= 1; (5.26)
onde z e a variavel cclica associada a quantidade conservada M0. Para o conjunto
encontrado ( = 0;  = 0=a), o sistema (5.25) tem como soluc~ao
u = f(a); z =
a
0
+ g(a): (5.27)
Tomamos para as soluc~oes gerais (5.27) as formas particulares u = a e z = a=0,
as quais transformam a lagrangiana (5.24) em
L = 3a _a2   
2
0
2
a _z2 + a3 + 0m +
0r
a
: (5.28)
A nulidade da func~ao energia e a equac~ao de Euler-Lagrange para z
aplicadas a (5.28), levam-nos a
3
_a2
a2
=
0m
a3
+
0r
a4
+
20 _z
2
2a2
+ ; (5.29)
_z +
M0
20
1
a
= 0; (5.30)
respectivamente, o que gera um sistema muito mais simples que o dado por (5.19)-
(5.21) para A = 1=2 e B = 0.
De (5.29)-(5.30), segue uma equac~ao diferencial apenas em a
3
_a2
a2
=
0m
a3
+

0r +
M20
220

1
a4
+ : (5.31)
Essa equac~ao diferencial apresenta a mesma forma que a da equac~ao de Friedmann
usual para materia, radiac~ao e constante cosmologica (veja (3.66)). Ent~ao, despre-
zando-se o segundo termo do lado direito de (5.31), a bem conhecida soluc~ao para
um Universo dominado por materia, que em seguida passa ao domnio da constante
cosmologica, pode ser obtida
a(t) =

0m

 1
3
(
sinh
"p
3
2
(t+ C0)
#) 2
3
; (5.32)
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onde C0 e uma constante (compare com (3.67)). Esse caso limite corresponde a
0r = 0 e M0 = 0, e a partir de (5.30), temos z = constante, que para as variaveis
originais implica na seguinte soluc~ao para (t) = 0=a(t)
(t) = 0
 

0m
! 1
3
(
sinh
"p
3
2
(t+ C0)
#)  2
3
; (5.33)
onde 0 e uma constante. Note que limt!1 (t) = 0, tal que limt!1 L() =
1=2, o que esta de acordo com a exige^ncia fsica de que L ! 1=2 no presente.
Por outro lado, quando o termo de radiac~ao domina o termo de
materia, a soluc~ao de (5.31) e
a(t) =

220
0
r +M
2
0
220
 1
4
vuutsinh"2r
3
(t+ C1)
#
; (5.34)
onde C1 e uma constante (compare com (3.68)). Nesse caso temos uma densidade
de energia adicional de radiac~ao 0 =
M20
220
, a qual esta relacionada ao campo escalar
n~ao minimamente acoplado. Do ponto de vista de (5.31), isso tambem poderia ser
interpretado como equivalente ao termo cinetico de um campo escalar minimamente
acoplado a gravidade que evolui com a 4, ou simplesmente como um termo de
radiac~ao adicional incorporado em r, a saber,
r =
0r
a4
 ! r = e0r
a4
=
0r +M
2
0=2
2
0
a4
; (5.35)
uma vez que os mesmos s~ao indistinguveis um do outro.
Pelo uso de (5.30) e da soluc~ao (5.34), obtemos
z = C2   M0
20

220
220
0
r +M
2
0
 1
4
Z
dtr
sinh
h
2
q

3
(t+ C1)
i ; (5.36)
com C2 sendo uma constante. Aqui identicamos uma integral elptica de primeira
classe, a qual fornece o resultado
z = C2   M0
220
r
3


220
220
0
r +M
2
0
 1
4
F

;
1p
2

; (5.37)
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onde
 = arccos
8><>:
1  sinh
h
2
q

3
(t+ C1)
i
1 + sinh
h
2
q

3
(t+ C1)
i
9>=>;: (5.38)
Finalmente, podemos obter (t) diretamente de z = a=0
(t) = 1
F

; 1p
2

+ C3r
sinh
h
2
q

3
(t+ C1)
i ; (5.39)
com
1 =  
p
3M0p
2 (220
0
r +M
2
0 )
; (5.40)
C3 =  2
2
0
M0
r

3

220
0
r +M
2
0
220
 1
4
C2: (5.41)
Podemos observar que se a constante de movimento M0 e anulada
na equac~ao (5.31), o resultado e ide^ntico aquele do modelo CDM e a soluc~ao
 = 0=a e valida em todo o perodo que compreende as eras da radiac~ao, da
materia e da constante cosmologica. E interessante notar que partindo de uma
lagrangiana muito diferente da usual para o modelo da constante cosmologica, a
dina^mica nal e a mesma. A lagrangiana (5.24) descreve um Universo com uma
"constante"gravitacional variavel, a qual apresenta uma fsica muito diferente da-
quela do modelo da constante cosmologica. O artifcio matematico da mudanca de
coordenadas no espaco de congurac~ao mascarou a fsica por tras da quintesse^ncia
n~ao minimamente acoplada. Assim, o resultado de tal modelo e que o mesmo re-
produz a dina^mica observada das eras cosmologicas (desde a epoca da radiac~ao ate
o presente) de forma ide^ntica ao modelo CDM.
Se zermos 0r = 0 e 
0
m = 0 em (5.31), tem-se um Universo com-
posto somente pela quintesse^ncia n~ao minimamente acoplada, e o comportamento
do fator de escala sera
a(t) =

M20
220
 1
4
vuutsinh"2r
3
(t+ C 01)
#
; (5.42)
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com C 01 sendo uma constante. Tal soluc~ao mostra uma expans~ao inevitavelmente
desacelerada-acelerada, tendendo a um Universo de de Sitter quando t ! 1 (veja
3.49). A partir disso, inferimos que a presenca dos campos de radiac~ao e de materia
apenas retardar~ao o momento do regime acelerado. Por outro lado, um Universo
composto somente pela constante cosmologica apresenta uma expans~ao de de Sitter
genuna, sendo a presenca de materia e radiac~ao a responsavel por regimes desace-
lerados.
Agora e interessante extrair alguma informac~ao do sistema dina^mico
a partir da constante de movimento gerada pela condic~ao da simetria de Noether. Da
equac~ao (5:21), para B = 0, obtemos uma express~ao com _ diretamente relacionado
a quantidade conservada, na seguinte forma
_ =   M0
0a2
  _a
a
: (5.43)
Haja vista que temos uma relac~ao entre a constante de movimento e _, pode-se
relacionar a constante de movimento ao termo cinetico do campo escalar. E util
analisar aqui a dina^mica geral por meio da densidade de energia do campo escalar.
Aplicando (5.9) as func~oes de Noether, reescrevemos a densidade de energia do
campo escalar em termos da constante de movimento, pelo uso de (5.43), como
 =
1
2
"
M20
20a
4
 

_a
a
2
2
#
+ : (5.44)
Note que as soluc~oes acima mostram que  dilui ate um valor muito
pequeno no presente, em comparac~ao a 1/2, independente da condic~ao inicial de ,
sempre levando ao comportamento assintotico L ! 1=2 (acoplamento da Relativi-
dade Geral). Levando-se em conta a mencionada diluic~ao de  e considerando um
fator de escala sucientemente grande, da equac~ao (5.44) observa-se que a densi-
dade de energia do campo escalar avaliada hoje tende a  = . Analogamente,
de (5.10) e (5.43) conclumos que a press~ao do campo escalar avaliada no presente
tende a p =  . Esse comportamento no tempo presente e claramente do tipo da
constante cosmologica, o que foi observado nas soluc~oes obtidas acima. Tal soluc~ao
limite existe porque a equac~ao (5.43) estabelece uma relac~ao que garante que se 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dilui, ent~ao _ tambem diluira. Um desvio do modelo CDM ocorre quando volta-
mos ao passado, e este pode ser determinado a partir do primeiro termo de (5.44).
A equac~ao (5.43) indica que a condic~ao inicial para _ pode estar
diretamente relacionada a quantidade conservada conforme
_(0) =  M0
0
 H(0)(0); (5.45)
onde H(0) e (0) s~ao o para^metro de Hubble (H = _a=a) e o campo escalar avaliados
em t = 0, imediatamente apos a inac~ao (digamos). O fator de escala foi normalizado
como a(0) = 1 por quest~ao de clareza da analise. Do acoplamento L = 1
2
(1   2
6
),
determina-se a possvel faixa de valores para (0) pela exige^ncia de que L > 0, o que
garante uma gravidade atrativa, dando  p6 < (0) < +p6. Essas limitac~oes na
condic~ao inicial de  juntamente com a exige^ncia de uma condic~ao de energia fraca
em t = 0, (0)  0, poderiam restringir os desvios com relac~ao ao modelo CDM
no passado. Como um exemplo, podemos tomar o caso mais simples da constante
de movimento nula, M0 = 0, quando  dilui com o inverso de a. Fazendo assim, a
condic~ao de energia fraca da
 
p
6 < (0) 
p
2
H(0)
=)  
p
2  _(0) < H(0)
p
6; (5.46)
o que restringe os possveis desvios do presente modelo (para M0 = 0) com relac~ao
ao modelo da constante cosmologica.
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Captulo 6
Campos escalares e espinoriais
minimamente acoplados
Iniciamos o presente captulo com uma ac~ao geral que representa
campos escalares (quintesse^ncia) e espinoriais (fermions de Dirac) minimamente
acoplados a gravidade e um campo adicional descrevendo a materia comum (n~ao
escura). As func~oes indenidas na lagrangiana geral s~ao selecionados via simetria
de Noether. Os potenciais que satisfazem tal simetria indicam que o campo escalar
pode descrever a energia escura tanto como um campo de materia padr~ao e o campo
espinorial comporta-se como materia padr~ao. A partir desse resultado, descrevemos
o setor escuro com campos escalares e espinoriais, com o campo escalar compondo
um campo de energia escura-materia e os fermions o campo de materia escura. Esse
tipo de materia escura fermio^nica (mas com interac~oes adicionais) tambem foi es-
tudado em [70]. O comportamento de materia padr~ao do campo de Dirac pode ser
visto em outros contextos [30, 71, 72].
Haja vista que os potenciais satisfazem a condic~ao de Noether, existe
uma constante de movimento e uma variavel cclica pode ser obtida por meio de
uma transformac~ao de coordenadas no espaco de congurac~ao para o nosso mo-
delo. Usando essas informac~oes adicionais fornecidas pela simetria de Noether, as
equac~oes de campo do nosso problema original podem ser integradas completamente.
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Como resultado, a ac~ao proposta que satisfaz tal simetria descreve um Universo com
perodos alternados de expans~ao acelerada e desacelerada.
6.1 Espinores em espaco-tempos curvos
De acordo com a representac~ao espinorial [48], quando da passagem
de um referencial inercial a outro, os espinores se transformam conforme
 0(x0) = exp
h1
2
ab
ab
i
 (x); (6.1)
onde os ab =  ba representam os seis para^metros da transformac~ao de Lorentz e
os ab s~ao os geradores de representac~ao espinorial, os quais s~ao denidos por
ab =
1
4
[a; b]: (6.2)
Nessa denic~ao, os a s~ao as matrizes de Dirac, as quais satisfazem
a algebra de Cliord
fa; bg  ab + ba = 2ab; (6.3)
onde ab e a matriz de Minkowski { que e uma representac~ao especial do tensor
metrico g para um espaco-tempo plano. Na representac~ao de Pauli, as matrizes
de Dirac s~ao escritas da seguinte forma
0 =
0BBBBBB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0  1 0
0 0 0  1
1CCCCCCA ; 
1 =
0BBBBBB@
0 0 0 1
0 0 1 0
0  1 0 0
 1 0 0 0
1CCCCCCA ; (6.4)
2 =
0BBBBBB@
0 0 0  i
0 0 i 0
0 i 0 0
 i 0 0 0
1CCCCCCA ; 
3 =
0BBBBBB@
0 0 1 0
0 0 0  1
 1 0 0 0
0 1 0 0
1CCCCCCA ; (6.5)
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5 =
0BBBBBB@
0 0  1 0
0 0 0  1
 1 0 0 0
0  1 0 0
1CCCCCCA ; (6.6)
de onde temos para os a a relac~ao 5 =  ip 0123. Aqui,  representa o
determinante da matriz de Minkowski  .
A lagrangiana que descreve os espinores num espaco-tempo plano
(espaco-tempo de Minkowski) { chamada de lagrangiana de Dirac { e a seguinte
L = i
2
[  a@a   (@a )a ] m    V; (6.7)
onde  e  =  y0 denotam o campo espinorial e seu adjunto, respectivamente (o
dagger representa conjugac~ao complexa), m e a massa do fermion e V e a densidade
do potencial de auto interac~ao dos fermions. Essa e a descric~ao de um campo
espinorial proveniente das teorias de campo, as quais foram construdas sobre os
princpios da Meca^nica Qua^ntica e da Relatividade Restrita. Nessa classe de teoria,
quando se realiza uma transformac~ao de coordenadas de um referencial inercial para
outro, os campos se transformam segundo o grupo de Lorentz
0(x0) = (x); (6.8)
A0(x0) = A
(x); (6.9)
T 0(x0) = 

T
(x); (6.10)
onde os  s~ao as matrizes de Lorentz. As equac~oes (6.8), (6.9) e (6.10) representam
as leis de transformac~ao para campos escalares, vetoriais e tensoriais, respectiva-
mente.
Vamos agora a generalizac~ao da lagrangiana (6.7) para um espaco-
tempo curvo. Primeiramente, devemos fazer tre^s generalizac~oes fundamentais, estas
exigidas pelo princpio da covaria^ncia geral, a saber,
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8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
i) Generalizamos o grupo de Lorentz para o grupo de transformac~ao geral de
coordenadas, isto e:   ! @

@x
;
ii) Substitumos o tensor de Minkowski  pelo tensor metrico geral g ;
iii) Trocamos as derivadas ordinarias pelas derivadas covariantes: @  ! D:
A equac~ao de Dirac, que governa a evoluc~ao espaco-temporal do espi-
nor  , e derivada por meio das transformac~oes dos espinores sob o grupo de Lorentz
[48]. Mas n~ao podemos aqui simplesmente aplicar a generalizac~ao i) para reescre-
ver a equac~ao de Dirac num espaco-tempo curvo, isso pelo fato de que o grupo de
transformac~ao geral de coordenadas n~ao admite a representac~ao espinorial { sob
transformac~ao geral de coordenadas, o espinor se transforma da mesma forma que
um escalar.
Tendo em vista esse impasse, desenvolveu-se o formalismo das te-
tradas. Tal formalismo se fundamenta no princpio da equivale^ncia (Captulo 2):
podemos associar a cada ponto do espaco-tempo um referencial localmente inercial,
onde o tensor metrico passa a ser g =  . A conex~ao desses referenciais local-
mente inerciais com um referencial n~ao inercial qualquer, onde teremos para o tensor
metrico a forma geral g , pode ser feita atraves da seguinte relac~ao
ge

ae

b = ab; onde e
a
 =
@a
@x
; (6.11)
com ea sendo chamado de tetrada ou vierbein { o qual leva consigo a generalizac~ao
i). Nas equac~oes acima, os ndices gregos se referem as componentes escritas num
referencial n~ao inercial e os ndices latinos as componentes escritas num referencial
localmente inercial.
As tetradas se transformam sob uma transformac~ao de Lorentz por
ea = 
a
be
b
; (6.12)
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e sob uma transformac~ao geral de coordenadas por
ea =
@x
@x0
ea ; (6.13)
ou seja, se transformam como um vetor contravariante e covariante, respectivamente.
Podemos contrair um quadrivetor com uma tetrada
Aa = e

aA; (6.14)
obtendo uma grandeza que se transforma como um quadrivetor sob transformac~oes
de Lorentz e como uma colec~ao de quatro quantidades sob uma transformac~ao geral
de coordenadas. As tetradas nos permitem transformar tensores gerais em tensores
de Lorentz locais e, assim, a depende^ncia espaco-temporal acaba por ser descrita
pelas proprias tetradas. Dessa forma, escrevemos os espinores a partir de um re-
ferencial localmente inercial, e por meio das tetradas os reescrevemos num referencial
n~ao inercial, ou equivalentemente, na presenca de um campo gravitacional [73, 74].
A partir desse formalismo, denimos um novo gama
  = ea
a; (6.15)
o qual satisfaz, como conseque^ncia, uma algebra de Cliord generalizada
f ; g = 2g ; (6.16)
uma necessidade devida a generalizac~ao ii).
Segue da generalizac~ao iii), a substituic~ao das derivadas ordinarias
pelas derivadas covariantes, denidas como
D = (@   
) ; (6.17)
D = @ +  
; (6.18)
onde 
 e a conex~ao de spin denida por

 =  1
4
g

    eb (@eb)

  : (6.19)
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Podemos agora generalizar a lagrangiana (6.7) para um campo espi-
norial na presenca de um campo gravitacional, isto e, num espaco tempo-curvo
L = i
2
[   D   (D )  ] m    V: (6.20)
Para o princpio da covaria^ncia ser satisfeito, V e func~ao somente do bilinear escalar
	 =   e do pseudo escalar  5 , segundo o teorema de Pauli-Fierz [75]. A
partir de (6.20), podemos escrever a ac~ao que representa um campo espinorial num
espaco-tempo curvo
S =
Z p gd4x  i
2
[   D   (D )  ] m    V

: (6.21)
Variando a ac~ao (6.21) com respeito ao tensor metrico, temos o tensor
momento-energia do campo
T =
i
4
[   D +   D  D    D   ]  gL: (6.22)
Pela variac~ao de (6.21) com relac~ao a  e a  , as equac~oes de Euler-Lagrange nos
levam a
i D  m   dV
d 
= 0; (6.23)
D  
 +m   dV
d 
= 0; (6.24)
que s~ao a equac~ao de Dirac e a sua adjunta na presenca de um campo gravitacional,
respectivamente.
6.2 Ac~ao geral e equac~oes de campo
Tomamos uma ac~ao geral que descreve um campo escalar e um
campo espinorial minimamente acoplados a gravidade
S =
Z
d4x
p g
(
R
2
+
1
2
g@@  U()+
i
2

  D   (D )  
  V (	) + LM); (6.25)
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onde LM descreve um campo de materia comum. Observe que aqui consideramos o
potencial V como sendo uma func~ao exclusiva do bilinear 	 =   .
Variando-se a ac~ao (6.25) com respeito a g , obtem-se as equac~oes
de campo de Einstein
R   1
2
gR =  T ; (6.26)
com T = T
M
+T
 
+T

 , onde os sobrescritosM; e  denotam os tensores energia-
momento da materia comum e dos campos escalar e espinorial, respectivamente, os
quais s~ao denidos por
TM =
2p g
 (
p gLM)
g
; (6.27)
T  =
i
4

  D +   D  D    D   
  gL ; (6.28)
T  = @@ 

1
2
@@
  U

g ; (6.29)
onde L representa a lagrangiana de Dirac. Da ac~ao (6.25), para uma metrica plana
de Friedmann-Robertson-Walker, com os campos  e  espacialmente homoge^neos
e um campo de materia comum sem press~ao, podemos escrever uma lagrangiana
pontual da forma
L = 3a _a2   a3
 
_2
2
  U
!
+
i
2
a3

_ 0    0 _ 

+ a3V + 0M ; (6.30)
onde 0M e a densidade de energia da materia comum num instante inicial (o que
provem de M = 
0
M=a
3).
Impondo que a func~ao energia associada a lagrangiana (6.30) e nula,
segue a equac~ao de Friedmann
EL =
@L
@ _a
_a+
@L
@ _
_+ _ 
@L
@ _ 
+
@L
@ _ 
_   L = 0
=)

_a
a
2
=
M +  + 
3
; (6.31)
com  e  denotando as densidades de energia, denidas como
 = V;  =
1
2
_2 + U; (6.32)
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de acordo com os tensores energia-momento (6.28) e (6.29).
Da equac~ao de Euler-Lagrange para a, aplicada a (6.30), tem-se a
equac~ao da acelerac~ao
a
a
=  M +  +  + 3 (p + p)
6
; (6.33)
e para  e  , temos as equac~oes de Dirac para o campo espinorial e seu adjunto
acoplados ao campo gravitacional, respectivamente,
_ +
3
2

_a
a

 + i0 
dV
d	
= 0; (6.34)
_ +
3
2

_a
a

   i 0dV
d	
= 0: (6.35)
Em (6.33) as press~oes s~ao denidas por
p = 	
dV
d	
  V; p =
_2
2
  U; (6.36)
tambem de acordo com (6.28) e (6.29).
Finalmente, a equac~ao de Euler-Lagrange para  fornece
+ 3

_a
a

_+
dU
d
= 0; (6.37)
que e simplesmente a equac~ao de Klein-Gordon para o campo .
6.3 Selec~ao dos potenciais
Pode-se expressar a lagrangiana (6.30) em termos das componentes
do campo espinorial  = ( 1;  2;  3;  4)
T e seu adjunto  = ( 1;  

2;  3;  4), a
qual ent~ao toma a forma
L = 3a _a2   a3
 
_2
2
  U
!
+
i
2
a3
4X
i=1

_ i i    i _ i

+ a3V + 0M : (6.38)
Em conseque^ncia, a dina^mica do sistema e agora descrita por 10 coordenadas (10
graus de liberdade), ou seja, o espaco de congurac~ao do sistema e representado por
a; ;  j ;  j
	
, com j = 1; 2; 3; 4.
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Partindo da condic~ao de Noether, LXL = XL = 0, aplicada a
lagrangiana (6.38), sendo o gerador innitesimal de simetria X denido para esse
caso como
X = C0
@
@a
+D0
@
@
+
dC0
dt
@
@ _a
+
dD0
dt
@
@ _
+
4X
i=1

Ci
@
@ i
+Di
@
@ i
+
dCi
dt
@
@ _ i
+
dDi
dt
@
@ _ i

; (6.39)
onde os C0; D0; Cj e Dj s~ao func~oes de
 
a; ;  j ;  j

, temos o seguinte sistema de
equac~oes diferenciais parciais acopladas
C0 + 2a
@C0
@a
= 0; 3C0 + 2a
@D0
@
= 0; 6
@C0
@
  a2@D0
@a
= 0; (6.40)
4X
i=1

@Ci
@a
 i   @Di
@a
 i

= 0;
4X
i=1

@Ci
@
 i   @Di
@
 i

= 0; (6.41)
3C0 j + aDj + a
4X
i=1

@Ci
@ j
 i   @Di
@ j
 i

= 0; (6.42)
3C0 

j + aCj   a
4X
i=1

@Ci
@ j
 i   @Di
@ j
 i

= 0; (6.43)
@C0
@ j
= 0;
@C0
@ j
= 0;
@D0
@ j
= 0;
@D0
@ j
= 0; (6.44)
3C0(U + V ) + aD0
dU
d
+ a
4X
i=1
(Cii i +Dii 

i )
dV
d	
= 0; (6.45)
onde o smbolo i assume os valores
i = +1 para i = 1; 2;
i =  1 para i = 3; 4: (6.46)
Pode-se ver, das equac~oes (6.44), que os coecientes C0 e D0 s~ao
func~oes somente de a e . Ent~ao, assumindo que C0 e D0 s~ao func~oes separaveis
C0 = c1(a)c2(); D0 = d1(a)d2(); (6.47)
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obtem-se a soluc~ao para o sistema (6.40)-(6.45)
C0 =
Ae +Be p
6a
; (6.48)
D0 =  Ae
  Be 
a3=2
; (6.49)
Cj =  Ae
 +Be 
a3=2
 j + j 

j ; (6.50)
Dj =  Ae
 +Be 
a3=2
 j   j j; (6.51)
U = U0
 
Ae  Be 2 ; V = V0	; (6.52)
com A;B; U0; V0 e  sendo constantes e  =
1
2
q
3
2
.
Esses s~ao os coecientes e os potenciais que satisfazem a condic~ao
de Noether. Agora, se os potenciais (6.52) s~ao tomados para a lagrangiana (6.38),
a mesma apresentara uma simetria de Noether.
6.4 Fermions de Dirac como materia escura
A soluc~ao para o potencial do campo espinorial, V = V0	, e essen-
cialmente um termo de massa. Portanto, podemos repassar a constante V0 por m,
com o objetivo de identicar essa constante com a massa dos fermions de Dirac.
Uma vez que isso e feito, a partir das equac~oes (6:32)1 e (6:36)1, determinamos que
o campo espinorial tem sua densidade de energia e press~ao dadas por
 = m	; p = 0; (6.53)
caracterizando um campo de materia sem press~ao. Note que essa forma para  
exige que 	 seja uma quantidade positiva.
Observe que n~ao assumimos a priori que o campo espinorial repre-
sentasse fermions massivos, uma vez que o proprio potencial leva essa informac~ao.
Essa caracterstica do campo emergiu exclusivamente da condic~ao de simetria, quando
a mesma restringiu o potencial generico a um termo de massa. Esse resultado su-
gere que o campo de fermions de Dirac se comporta como um campo de materia
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padr~ao. Mas, obviamente, esse campo tem uma natureza diferente daquela da
materia comum, haja vista que o mesmo e composto exclusivamente por partculas
fermio^nicas. Em vista disso, levando-se em conta que esse campo de fermions produz
um campo adicional de materia sem press~ao, pode-se identicar o campo espinorial
com a materia escura. Para esse proposito, devemos assumir que tal campo descreve
partculas fermio^nicas que interagem apenas gravitacionalmente ou tenham uma in-
terac~ao n~ao gravitacional muito fraca com a materia comum.
Por outro lado, o campo  recebeu da condic~ao de Noether o po-
tencial (6:52)1, o qual permite uma expans~ao acelerada. Ent~ao, daqui em diante, o
setor escuro sera identicado com os campos  (energia escura) e  (materia escura).
6.5 Integrac~ao do sistema
Tomando U e V dados por (6.52), temos que resolver o seguinte
sistema de equac~oes diferenciais acopladas
3

_a
a
2
=
0M
a3
+m	+
_2
2
+ U0
 
Ae  Be 2 ; (6.54)
2
a
a
+

_a
a
2
+
_2
2
  U0
 
Ae  Be 2 = 0; (6.55)
+ 3

_a
a

_+ 2U0
 
A2e2  B2e 2 = 0; (6.56)
_ +
3
2

_a
a

 + im0 = 0; _ +
3
2

_a
a

   im 0 = 0: (6.57)
Haja vista que com essas formas para U e V o sistema dina^mico
apresenta uma simetria de Noether, tem-se uma equac~ao dina^mica adicional prove-
niente da quantidade conservada, a saber,
M0 = C0
@L
@ _a
+D0
@L
@ _
+
4X
i=1

Ci
@L
@ _ i
+Di
@L
@ _ i

=
 
Ae +Be 
p
6a _a+
 
Ae  Be  a3=2 _+ i a3	; (6.58)
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a qual e determinada a partir de (4.6). Nessa express~ao pode-se fazer  = i0, com
0 sendo uma constante real, a m de termos uma constante de movimento cujo
valor e real, uma vez que 	 =   e uma quantidade real positiva.
Como exposto anteriormente (Captulo 4), se o sistema apresenta
uma simetria de Noether, existe uma variavel cclica que reduz o sistema, a qual e
obtida por uma transformac~ao de variaveis. A transformac~ao que leva o espaco de
congurac~ao de fa; ;  j ;  jg a fz; u; vj; wjg satisfaz o seguinte sistema
C0
@u
@a
+D0
@u
@
+
4X
i=1

Ci
@u
@ _ i
+Di
@u
@ _ i

= 0; (6.59)
C0
@vj
@a
+D0
@vj
@
+
4X
i=1

Ci
@vj
@ _ i
+Di
@vj
@ _ i

= 0; (6.60)
C0
@wj
@a
+D0
@wj
@
+
4X
i=1

Ci
@wj
@ _ i
+Di
@wj
@ _ i

= 0; (6.61)
C0
@z
@a
+D0
@z
@
+
4X
i=1

Ci
@z
@ _ i
+Di
@z
@ _ i

= 1; (6.62)
com z sendo a variavel cclica. Esse conjunto de equac~oes diferenciais foi obtido
pela aplicac~ao de (4.19). Usando-se a constante de movimento (6.58) e uma trans-
formac~ao de variaveis satisfazendo (6.59)-(6.62), procuraremos uma soluc~ao equac~oes
de campo (6.54)-(6.57).
Primeiramente, as equac~oes de Dirac (6:57)1 e (6:57)2 podem ser
reduzidas a uma equac~ao para 	
_	 + 3

_a
a

	 = 0; (6.63)
que e facilmente integrada em termos do fator de escala a, dando
	 =
	0
a3
; (6.64)
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onde 	0 e uma constante positiva. Ou, resolvendo a equac~ao (6:57)1 em termos de
a, a soluc~ao para  e
 =
0BBBBBB@
 01e
 imt
 02e
 imt
 03e
imt
 04e
imt
1CCCCCCA a
 3=2; (6.65)
com  0j representando constantes que satisfazem a relac~ao 	0 =  
0
1  
0
1 +  
0
2  
0
2  
 03  
0
3    04  04.
Nesse ponto e interessante notar que a soluc~ao 	 = 	0=a
3 implica
que o campo espinorial tem densidade de energia  = m	0=a
3. Dessa forma, um
campo de materia extra e naturalmente adicionado ao campo de materia comum.
Esse primeiro resultado corrobora a nossa identicac~ao inicial do campo de fermions
com a materia escura.
Tendo em vista que as equac~oes de Dirac puderam ser resolvidas
independentemente das outras equac~oes de campo, em termos de a, tem-se efeti-
vamente uma reduc~ao do sistema (6.54)-(6.57) a equac~oes diferenciais envolvendo
somente as variaveis dina^micas a e . Ent~ao resolveremos nosso problema a partir
do sistema reduzido
3

_a
a
2
=
0M +m	0
a3
+
_2
2
+ U0
 
Ae  Be 2 ; (6.66)
+ 3

_a
a

_+ 2U0
 
A2e2  B2e 2 = 0; (6.67) 
Ae +Be 
p
6a _a+
 
Ae  Be  a3=2 _ =M0; (6.68)
onde M0 =M0 + 0	0 e o resultado 	 = 	0=a
3 foi usado.
Consequentemente, e suciente encontrar um novo conjunto de variaveis
relacionadas somente a a e . Uma soluc~ao particular adequada (em a e ) para o
sistema (6.59)-(6.62) e
u = a3=2
Ae  Be p
6AB
; vj = 0; wj = 0; (6.69)
z = a3=2
Ae +Be p
6AB
: (6.70)
67
Usando (6.70), podemos expressar a constante de movimento so-
mente em termos da variavel cclica, obtendo
_z =
M0
4AB
: (6.71)
Essa equac~ao e imediatamente integrada, fornecendo
z(t) = z1t+ z2; (6.72)
com z1 =M0=4AB e z2 = constante.
Em termos das novas variaveis, a equac~ao de Friedmann toma a
seguinte forma
_z2 = _u2 + 3ABU0u
2 +
0 +m	0
2AB
: (6.73)
Substituindo _z de (6.71) na equac~ao de Friedmann, conseguimos integra-la, obtendo
a soluc~ao
u(t) = u0 sin (!t+ b0); (6.74)
onde
u20 =
M
2
0   8AB (0M +m	0)
48A3B3U0
; !2 = 3ABU0; (6.75)
e b0 e uma constante.
Para as soluc~oes z(t) e u(t), expressas em termos das variaveis ori-
ginais pelo uso das relac~oes (6:69)1 e (6.70), obtemos facilmente as formas explcitas
de a(t) e (t)
a(t) =

!2
2U0
1=3 
z21t
2 + 2z1z2t+ z
2
2   u20 sin2 (!t+ b0)
	1=3
; (6.76)
(t) =
1
2
ln

z1t+ z2 + u0 sin (!t+ b0)
z1t+ z2   u0 sin (!t+ b0)

  1
2
ln

A
B

: (6.77)
Finalmente, da equac~ao (6.65), pode-se escrever a evoluc~ao temporal
do campo espinorial
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 (t) =
p
2U0
!
0BBBBBB@
 01e
 imt
 02e
 imt
 03e
imt
 04e
imt
1CCCCCCA(t); (6.78)
onde
(t) =

z21t
2 + 2z1z2t+ z
2
2   u20 sin2 (!t+ b0)
	 1=2
: (6.79)
6.6 Analise da soluc~ao geral
Agora analisaremos o comportamento do fator de escala. A soluc~ao
(6.76) e valida a partir do tempo quando o regime dominado por materia ocorre.
Proximo a esse tempo, temos que a evoluc~ao de a deve ser proxima a forma a / t2=3,
isto e, quando o termo oscilante u20 sin
2 (!t+ b0) apresenta seu valor mnimo e o
termo z1t domina z2 na express~ao (6.76). Podemos satisfazer essa condic~ao tomando-
se z2 = 0 e repassando a constante b0 por  ! , tal que u20 sin2 [!(t  )] tem seu
valor mnimo (zero) em t =  , com  sendo o tempo a partir do qual o referido
regime passa a gurar.
Antes de realizar a analise, introduz-se as seguintes variaveis adi-
mensionais: et = H0t, e = H0 , eA = AH0 , eB = BH0 , e!2 = 3 eA eBU0, eu0 = H0u0,fM0 = M0H20 , ez2 = H0z2 e 
0M = 0M3H20 + m	03H20 = 
0M + 
0 , onde H0 e o para^metro
de Hubble no tempo presente. Assim, as soluc~oes (6.76), (6.77) e (6.78) tomam as
formas
a(et ) =  e!2
2U0
1=3 
z21et2   eu20 sin2 [e!(et  e)]	1=3 ; (6.80)
(et ) = 1
2
ln
(
z1et+ eu0 sin [e!(et  e)]
z1et  eu0 sin [e!(et  e)]
)
  1
2
ln
 eAeB
!
; (6.81)
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 (et ) = p2U0e!
0BBBBBB@
 01e
 iemet
 02e
 iemet
 03e
iemet
 04e
iemet
1CCCCCCA

z21et2   eu20 sin2 [e!(et  e)]	 1=2 : (6.82)
De (6.80), a normalizac~ao a(et0) = 1 implica na relac~ao
z21 =
2U0 + eu20e!2 sin [e!(et0   e)]e!2et20 ; (6.83)
com et0 sendo o tempo presente. Pela substituic~ao de z1 = fM0=4 eA eB em (6.83) e
usando (6:75)1 na forma adimensional, escrita como
eu20 = 3U0

3U0fM20   24e!2
0M 
16e!6 ; (6.84)
obtem-se fM0 em termos de eA; eB e U0, a saber,
fM02 = 8e!2 4e!2   9
0M sin2 [e!(et0   e)]	
9U0
e!2et20   sin2 [e!(et0   e)]	 : (6.85)
Portanto, temos tre^s para^metros livres, eA; eB e U0, que determinam
todos os outros para^metros, e!, fM0, eu0 e z1, uma vez que se conhecem 
0M ;et0 ee . Usando a soluc~ao (6.81) para reescrever a densidade de energia e a press~ao do
campo , temos as seguintes express~oes adimensionais para a densidade de energia
e a press~ao
eM(et ) = 0M
H20a(et )3 = 3

0
M
a(et )3 ; e (et ) = m	0H20a(et )3 = 3

0
 
a(et )3 ; (6.86)
e(et ) = e!4z21eu20
42U20a(et )6 sin [e!(et  e)]  e!et cos [e!(et  e)]	2
+
2e!4eu20 sin2 [e!(et  e)]
3U0a(et )3 ; (6.87)
ep(et ) = e(et )  4e!4eu20 sin2 [e!(et  e)]
3U0a(et )3 : (6.88)
Observando (6.80) e o conjunto (6.86)-(6.88), e levando em conta
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(6.83)-(6.85), conclumos que a evoluc~ao temporal das quantidades (fator de escala,
densidades de energia e press~ao) que fornecer~ao os para^metros cosmologicos depen-
dem essencialmente de U0 e do produto eA eB. Haja vista que o tempo de Hubble e
denido como t0 = 1=H0 e nosso tempo adimensional e et = H0t, o valor aproximado
para o tempo presente adimensional e et0 = 1. Note que o tempo presente adimen-
sional n~ao e exatamente igual a unidade devido ao fato de o Universo apresentar
uma raz~ao de expans~ao n~ao constante (expans~ao acelerada: et < 1, expans~ao desa-
celerada: et > 1). Tomando o tempo de Hubble como 14 Giga-anos (ver [7, 76]) e o
incio do perodo dominado por materia quando o Universo tem aproximadamente
75 kilo-anos, e assume o valor e = 5:410 6et0 = 5:410 6. O termo oscilante de a
tem seu perodo determinado por e!, o qual pode ser obtido adotando-se 
0M = 0:04,

0 = 0:22 e 

0
 = 0:74. Esses valores s~ao baseados nas refere^ncias [7, 77], tal que
em et0 observamos 
0 = 0:04 + 0:22 + 0:74 = 1 em nossa analise. Assim, a partir
desses para^metros cosmologicos avaliados no presente, pode-se inferir os valores dos
para^metros livres. Com o objetivo de apresentar os resultados para uma descric~ao
realstica { tal que os dados observacionais sejam respeitados {, os valores mais ade-
quados que encontramos s~ao U0 = 15 e eA eB = 10 3.
Na Figura 6.1, est~ao representados os para^metros de densidade dos
campos de materia (compreendendo a materia comum e o campo de fermions) e do
campo escalar como func~oes de et { que e apenas denotado por t de agora em diante.
Todos os valores possveis para U0 e eA eB implicam que 
0M ;
0 e 
0 estejam locali-
zados em tempos maiores que t = 1. Isso mostra que a soluc~ao naturalmente produz
um Universo acelerado, independente dos valores de U0 e eA eB. Tendo em vista que
a idade do Universo e proxima ao tempo de Hubble, os para^metros de densidade na
Figura 6.1 est~ao representados de tal forma que 
0M = 0:04, 

0
 = 0:22 e 

0
 = 0:74
aparecem t~ao proximos de t = 1 quanto possvel. Na Figura 6.1, os valores presen-
tes dos para^metros est~ao em t = 1:08 ( 15 Giga-anos), que e 8 % maior do que
o tempo de Hubble. Assim, nos gracos seguintes o tempo presente sera t = 1:08,
caracterizando um Universo com expans~ao acelerada. Na esquerda da Figura 6.1,
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Figura 6.1: Para^metros de densidade dos campos de materia (materia comum e
fermio^nica) e do campo escalar. Ate t = 1:5 (janela da esquerda) e ate t = 0:002
(janela da direita).
pode-se observar que 
 e dominante hoje, mas voltando para o passado, os campos
de materia se tornam as componentes dominantes. Na direita dessa gura, notamos
que proximo a  tem-se que 
 domina os para^metros de densidade de materia. No
entanto, a partir da soluc~ao de a, temos que chegando a  o comportamento apro-
ximado e a / t2=3, ou seja, o Universo e dominado por materia. Ent~ao, o campo
escalar deve se comportar como um campo de materia nessa epoca. Isso cara mais
claro nos proximos resultados.
Os para^metros de densidade no futuro distante do Universo est~ao
representados na Figura 6.2. Na esquerda dessa gura, a evoluc~ao de 
 e repre-
sentada, a qual oscila tendendo a um valor constante quando t ! 1. Na janela
da direita, o mesmo tipo de evoluc~ao pode ser observado para 
M , obviamente.
Podemos observar que no futuro 
 sempre dominara 
M .
A evoluc~ao temporal da equac~ao de estado do campo escalar ! =
p= esta representada na Figura 6.3. Da janela da esquerda, inferimos que ! evo-
lui de um valor positivo e decresce ate  1, e torna a crescer lentamente ate o valor
! =  0:73 no tempo presente { algo maior que o valor da equac~ao de estado da
constante cosmologica, ! =  1. Note que, de acordo com [7], o valor do para^metro
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Figura 6.2: Para^metros de densidade do campo escalar (janela da esquerda) e dos
campos de materia (janela da direita) para t > 1:5.
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Figura 6.3: Equac~ao de estado do campo escalar. Ate t = 1:5 e t = 0:002 (janela da
esquerda), e para t > 1:5 (janela da direita).
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Figura 6.4: Acelerac~ao do fator de escala. Ate t = 1:5 (janela da esquerda) e ate
t = 50 (janela da direita).
! inferido a partir dos dados observacionais para a energia escura e ainda muito
incerto. Para tempos proximos ao incio da era dominada por materia, observa-se
da gura que voltando para o passado ate  o para^metro ! inverte o seu sinal, que
tende a 1. Portanto, o mesmo apresenta um comportamento de materia, explicando
a forma aproximada a / t2=3 para o fator de escala com um 
 dominante na Figura
6.3. Na direita dessa gura, temos a evoluc~ao temporal de ! para tempos grandes.
Da pode-se inferir que ! oscila com o tempo no intervalo  1  !  1, o que
mostra que o campo escalar se comporta como materia e energia escura alternada-
mente.
Na Figura 6.4, esta representada a acelerac~ao do fator de escala.
Iniciamos com a exige^ncia de que 
0M ;

0
 e 

0
 devem ser observados proximos a
t = 1, e agora constatamos que estes se encontram precisamente em t = 1:08, isto
e, muito proximos do ponto exigido. Na esquerda da Figura 6.4, pode-se ver que
temos naturalmente uma expans~ao acelerada que se originou de uma transic~ao de
um perodo desacelerado para um perodo acelerado. Essa transic~ao ocorre em apro-
ximadamente t = 0:51 (7.1 Giga-anos) e o perodo presente permanece acelerado.
Voltando no tempo ate  , um perodo desacelerado correspondendo a um Universo
dominado por materia ocorre.
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A acelerac~ao do fator de escala para o futuro distante esta repre-
sentada na janela da direita. Essa curva mostra um Universo que retornara a um
perodo desacelerado e novamente a um perodo acelerado, e assim sucessivamente
{ esse comportamento e causado obviamente pela equac~ao de estado oscilante do
campo escalar. O resultado nal e que a soluc~ao descreve um Universo que evolui
com perodos alternados de expans~ao acelerada e desacelerada, e esse comporta-
mento oscilante e uma especie de oscilac~ao amortecida: quando t ! 1, tem-se
a! 0.
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Captulo 7
Campos escalares interagentes n~ao
minimamente acoplados
Apos a descoberta da expans~ao acelerada do Universo, varios mo-
delos levando em conta a energia escura e a materia escura { o chamado setor
escuro { foram propostos, mas a maior parte deles considera a materia e a energia
escuras como campos n~ao interagentes. Na literatura mais recente, apareceram in-
vestigac~oes de um setor escuro interagente { uma analise interessante da viabilidade
dessas interac~oes pode ser encontrada em [78] { e os efeitos de uma possvel interac~ao
escura sobre a dina^mica dos aglomerados de galaxias parecem estar de acordo com
as observac~oes [79]. No artigo [80], os autores analisam a troca de energia entre
os campos escuros. Os trabalhos [81, 82, 83] prop~oem modelos que usam campos
escalares especicados a priori para a representac~ao do setor escuro, enquanto os
trabalhos [84, 85] sup~oem certas interac~oes entre os campos escuros e os representam
por relac~oes que envolvem suas densidades de energia, as quais s~ao posteriormente
determinadas. Um setor escuro interagente n~ao minimamente acoplado ao campo
gravitacional e proposto em [10]. No trabalho [86] investiga-se um modelo de ener-
gia escura interagindo com neutrinos e a materia escura. A formac~ao de estruturas
galacticas sob a interac~ao entre a materia e a energia escuras foi investigada no
artigo [87]. Tambem no contexto de campos escalares, os campos de taquions rece-
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beram consideravel atenc~ao em Cosmologia, uma vez que os mesmos podem simular
a energia escura com consideravel sucesso [18, 88, 89, 90, 91, 92, 93].
Com o objetivo de descrever o Universo atual, consideramos um Uni-
verso homoge^neo, isotropico e plano composto por um setor escuro interagente e um
campo de materia comum. O setor escuro sera investigado a partir de dois modelos
gerais: campos escalares cano^nicos interagentes e campos cano^nicos e n~ao cano^nicos
(taquions) interagentes, n~ao minimamente acoplados ao campo gravitacional. A
analise se dara a partir de uma ac~ao geral com os potenciais e acoplamentos a gra-
vidade sendo selecionados pela condic~ao de existe^ncia de uma simetria de Noether.
Cada conjunto de potenciais e acoplamentos satisfazendo a condic~ao de simetria
corresponde a um modelo particular. As equac~oes de campo para alguns mode-
los particulares resultantes da simetria s~ao resolvidas e seus respectivos cenarios
cosmologicos analisados. As soluc~oes obtidas mostram que essa classe de modelos
produz regimes desacelerado-acelerados a partir de uma dina^mica com trocas de
energia entre o campo gravitacional e os campos escuros. Os resultados obtidos
est~ao em boa concorda^ncia com os dados observacionais.
7.1 Campos escalares cano^nicos interagentes
7.1.1 Ac~ao geral e equac~oes de campo
Consideremos uma ac~ao geral para dois campos escalares interagen-
tes n~ao minimamente acoplados a gravidade com a seguinte forma
S =
Z
d4x
p g

[F () +G()]R +
1
2
@@
  V ()
+
1
2
@@
 W (; )

+ Sm; (7.1)
onde Sm =
R
d4x
p gLm e uma ac~ao adicional que representa o campo de materia
comum. Aqui F () e G() denotam func~oes genericas de classe C2 que descrevem
o acoplamento dos campos escalares ao campo gravitacional. Por outro lado, V ()
e o potencial de auto interac~ao do campo  e W (; ) descreve a interac~ao entre os
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campos  e , incluindo a auto interac~ao do campo . Nessa ac~ao, o acoplamento
de Einstein e recuperado quando F () +G()! 1=2.
Pela variac~ao da ac~ao (7.1) com respeito ao tensor metrico, obtemos
as seguintes equac~oes de Einstein modicadas
R   1
2
gR =   T
2(F +G)
; (7.2)
onde T = T
m
 + T

 + T

 denota o tensor energia-momento total relacionado a
todas as componentes do Universo e os sobrescritos m; e  designam o tensor
energia-momento da materia comum e dos campos  e , respectivamente. Os
mesmos s~ao dados por
Tm =
2p g
 (
p gLm)
g
; (7.3)
T  = @@ 

1
2
@@
  V

g +
 rr   grrF; (7.4)
T  = @@ 

1
2
@@
 W

g +
 rr   grrG: (7.5)
Tomamos agora a metrica plana de Friedmann-Robertson-Walker,
sendo os campos escalares espacialmente homoge^neos,  = (t) e  = (t), e a
materia comum um uido sem press~ao. Como resultado, escrevemos a partir da
ac~ao (7.1) a seguinte lagrangiana pontual
L = 6a _a2(F +G) + 6a2 _a

dF
d
_+
dG
d
_

  a3

1
2
_2   V + 1
2
_2  W

+ 0m: (7.6)
A equac~ao de Euler-Lagrange aplicada a lagrangiana (7.6) para a,
 e  fornece
2 _H + 3H2 =   p
2(F +G)
; (7.7)
+ 3H _  6

_H + 2H2
 dF
d
+
dV
d
+
@W
@
= 0; (7.8)
+ 3H _  6

_H + 2H2
 dG
d
+
@W
@
= 0; (7.9)
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respectivamente. Adicionalmente, pela imposic~ao de que a func~ao energia associada
a lagrangiana (7.6) se anule, obtem-se a equac~ao de Friedmann modicada, isto e,
EL =
@L
@ _a
_a+
@L
@ _
_+
@L
@ _
_  L = 0; =) H2 = 
6(F +G)
: (7.10)
O sistema (7.7)-(7.10) compreende as equac~oes de campo do modelo geral, onde a
densidade de energia total,  = m +  + , e a press~ao total, p = p + p, s~ao
determinadas por
 =
1
2
_2 + V   6HdF
d
_; (7.11)
 =
1
2
_2 +W   6HdG
d
_; (7.12)
p =
1
2
_2   V + 2

dF
d
+ 2H
dF
d
_+
d2F
d2
_2

; (7.13)
p =
1
2
_2  W + 2

dG
d
+ 2H
dG
d
_+
d2G
d2
_2

; (7.14)
de acordo com as denic~oes (7.4) e (7.5).
Agora calcularemos a derivada covariante do tensor energia-momento
total, rT  = rT m +rT  +rT  , a m de analisar a troca de energia entre
os campos. Primeiramente, o calculo da quantidade _+3H(+p) para as densidades
de energia (7.11) e (7.12) e suas respectivas press~oes, leva-nos a
_ + 3H( + p) =  @W
@
_+
(dF=d) _
F +G
; (7.15)
_ + 3H( + p) =
@W
@
_+
(dG=d) _
F +G
; (7.16)
onde (7.8), (7.9) e (7.10) foram usadas para as simplicac~oes. As equac~oes (7.15) e
(7.16) s~ao as mesmas daquelas que resultariam da derivada covariante dos tensores
energia-momento para os campos escalares  e  (rT  erT  ), respectivamente.
Ent~ao, lembrando que _m + 3H(m + pm) = 0, temos que a derivada covariante do
tensor energia-momento total e
rT  = 
F +G

dF
d
_+
dG
d
_

: (7.17)
Observando (7.15) e (7.16), podemos notar que seus primeiros termos
do lado direito representam a troca de energia entre os campos  e  e seus segundos
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termos do lado direito descrevem a troca de energia entre os campos escalares e o
campo gravitacional (acoplamento n~ao mnimo). De (7.17), vemos que se F e G s~ao
constantes, tem-se rT  = 0. Isso signica que, quando esse e o caso, existe uma
troca de energia somente entre os campos escalares e a energia total relacionada aos
constituintes do Universo e conservada na forma usual da Relatividade Geral (com
a deniac~ao usual de tensor energia-momento da Relatividade Geral).
7.1.2 Potenciais e acoplamentos de Noether
A condic~ao de existe^ncia da simetria de Noether, LXL = XL = 0, e
aplicada a lagrangiana (7.6), com o campo vetorialX denido para o nosso problema
como segue
X = 
@
@a
+ 
@
@
+ 
@
@
+
d
dt
@
@ _a
+
d
dt
@
@ _
+
d
dt
@
@ _
; (7.18)
sendo ,  e  func~oes de (a, , ). A quantidade conservada associada a simetria
de Noether gerada por esse X sera dada por
M0 = 
@L
@ _a
+ 
@L
@ _
+ 
@L
@ _
; (7.19)
conforme (4.6). Dessa aplicac~ao, obtemos o seguinte sistema de equac~oes diferenciais
parciais acopladas
(F +G)

 + 2a
@
@a

+ a
dF
d

 + a
@
@a

+ a
dG
d

 + a
@
@a

= 0; (7.20)
3  12dF
d
@
@
+ 2a
@
@
= 0; (7.21)
3  12dG
d
@
@
+ 2a
@
@
= 0; (7.22)
a
d2F
d2
+

2 + a
@
@a
+ a
@
@

dF
d
+ a
@
@
dG
d
+ 2
@
@
(F +G)
  a
2
6
@
@a
= 0; (7.23)
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a
d2G
d2
+

2+ a
@
@a
+ a
@
@

dG
d
+ a
@
@
dF
d
+ 2
@
@
(F +G)
  a
2
6
@
@a
= 0; (7.24)
@
@
dG
d
+
@
@
dF
d
  a
6

@
@
+
@
@

= 0; (7.25)
3(V +W ) + a

dV
d
+
@W
@

+ a
@W
@
= 0: (7.26)
A soluc~ao do sistema de equac~oes diferenciais (7.20)-(7.26) n~ao e
unica e as varias soluc~oes que encontramos est~ao sumarizadas nas tabelas 7.1 e 7.2,
as quais contem todos os conjuntos das func~oes ; ; ; F;G; V;W , onde as quan-
tidades 0; 0; 0; F0; F
1
0 ; G0; G
1
0; V0;W0 s~ao constantes e K = 0=0. Procuramos
por soluc~oes que sempre fornecem para a func~ao W uma express~ao diferente de (0,
constante, f(), g()), o que garante uma interac~ao entre os campos  e .
   F G V W
I 0a  30=2  30=2 F02 G02 0, V02 f(=)2
II 0a  30=2  30=2 F02 0 0, V02 f(=)2
III 0a  30=2  30=2 0 G02 0, V02 f(=)2
Tabela 7.1: Soluc~oes com (; ; ) 6= 0.
Pode-se observar da Tabela 7.2 que as formas gerais de W geradas
pela simetria de Noether permitem a existe^ncia de somas que incorporam termos
da forma f() { os quais representam um termo de auto interac~ao adicional para o
campo  { a saber, W = f() + g(; ). Nesse caso, deve-se redenir os potenciais
nas equac~oes das densidades de energia (7.11) e (7.12) e das press~oes (7.13) e (7.14),
escrevendo W !W = W   f() e V ! V = V + f(). Assim levamos em conta o
termo de auto interac~ao adicional do campo .
O caso II da Tabela 7.1 com V = V0
2 e similar ao modelo analisado
no artigo [10], e o caso III da Tabela 7.2, quando h = 2 + 2, e o modelo proposto
em [81] com V = W0
4, mas com um termo de auto interac~ao adicional da forma
W0
4. Os modelos [81, 10] s~ao casos particulares do caso I da Tabela 7.2.
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 F G V W
I 0  0 F 10 + F02 G10 +G02
R 


@W
@
  @W
@

d W0
R
hd
II 0  0 F 10 + F02 G10 +G02 0, V0 W (2 + 2)
III 0  0 F0 G0
R 


@W
@
  @W
@

d W0
R
hd
IV 0  0 F0 G0 0, V0 W (2 + 2)
V 0 0 F
1
0 + F0 G
1
0  KF0 0, V0 W ( K)
VI 0 0 F0 G0 0, V0 W ( K)
Tabela 7.2: Soluc~oes com  = 0 e (; ) 6= 0, onde h = h (2 + 2).
Casos M0
I{III Tab 7.1 3
2
0a
3
n
2H
h
4(F +G)  3

dF
d
+ dG
d
i
+ F _+ G _
o
I{IV Tab 7.2 0a
3
n
6H

dF
d
  dG
d

+  _   _
o
V{VI Tab 7.2 0a
3
n
6H

K dF
d
+ dG
d

 K _  _
o
Tabela 7.3: Quantidades conservadas, com F =

4dF
d
+ 

e G =

4dG
d
+ 

.
Da equac~ao (7.51), podemos escrever as quantidades conservadas
associadas aos casos das tabelas 7.1 e 7.2, as quais est~ao sumarizadas na Tabela 7.3.
7.1.3 Soluc~oes das equac~oes de campo
Devido a interac~ao entre os campos  e  e a presenca de um campo
de materia comum na ac~ao (7.1), as equac~oes de campo tornam-se mais complicadas
do que no caso com dois campos escalares n~ao interagentes [34]. Consequentemente,
a procura por soluc~oes numericas do sistema (7.7)-(7.10) para os casos mais gerais
das tabelas 7.1 e 7.2 sera realizada.
Primeiramente, transformamos as derivadas temporais das equac~oes
(7.7)-(7.10) em derivadas com relac~ao ao redshift, atraves das relac~oes
z =
1
a
  1; d
dt
=  H(1 + z) d
dz
; (7.27)
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e ent~ao dividimos (7.7)-(7.10) por 0 { a densidade de energia total do Universo
no presente. Como resultado, obtem-se o seguinte sistema de equac~oes diferenciais
acopladas
4 eH eH 0(1 + z)(F +G) = e+ ep; (7.28)
eH2(1 + z)200 + eH h eH 0(1 + z)  2 eHi (1 + z)0 + 6dF
d

+
deV
d
+
@fW
@
= 0; (7.29)
eH2(1 + z)200 + eH h eH 0(1 + z)  2 eHi (1 + z)0 + 6dG
d

+
@fW
@
= 0: (7.30)
Acima, a linha representa derivada com relac~ao a z e as seguintes quantidades adi-
mensionais foram introduzidas: e = =0 = m=0 + =0 + =0 = em + e + e;ep = p=0 = p=0 + p=0 = ep + ep; eH = H=p0; eV = V=0; e fW = W=0: Aqui
as densidades de energia e as press~oes apresentam as formas
em = e0m(1 + z)3; (7.31)
e = eH2(1 + z)202
2
+ eV + 6 eH2(1 + z)dF
d
0; (7.32)
e = eH2(1 + z)202
2
+fW + 6 eH2(1 + z)dG
d
0; (7.33)
ep = eH2(1 + z)202
2
  eV + 2 eH(1 + z) eH(1 + z)d2F
d2
02 +
dF
d
00

+ [ eH 0(1 + z)  eH]dF
d
0

; (7.34)
ep = eH2(1 + z)202
2
 fW + 2 eH(1 + z) eH(1 + z)d2G
d2
02 +
dG
d
00

+ [ eH 0(1 + z)  eH]dG
d
0

: (7.35)
Nosso objetivo e usar as soluc~oes dadas nas tabelas 7.1 e 7.2 para
descrever o setor escuro como uma estrutura interagente. Para isso, consideramos
os campos  e  correspondendo aos campos de energia escura e materia escura, res-
pectivamente. Para esse m, temos que exigir certas propriedades para cada campo:
(i) o campo  deve apresentar uma press~ao negativa no presente e sua densidade
83
de energia comp~oe a maior parte da energia total do Universo atualmente; (ii) o
campo  tem uma pequena press~ao positiva em comparac~ao ao modulo da press~ao
da energia escura e representa uma consideravel frac~ao da energia total do Universo
no presente.
Com o intuito de satisfazer as exige^ncias acima, usaremos condic~oes
iniciais para o sistema (7.28)-(7.30) baseadas nos dados astrono^micos. Em z = 0,
introduzimos as quantidades em(0) = 0m=0 = 
0m, e(0) = 0=0 = 
0 e e(0) =
0=0 = 

0
, onde 

0
i denota o valor do para^metro de densidade de cada compo-
nente no presente e 
0 = 

0
m + 

0
 + 

0
 refere-se ao para^metro de densidade total.
Os valores dos para^metros de densidade adotados aqui s~ao: 
0m = 0:05, 

0
 = 0:72
e 
0 = 0:23 (ver [51]). Alem disso, de acordo com a exige^ncia (i), tem-se que
0(0)2  1, o que signica que o campo  varia muito lentamente no presente,
isto e, 0(0) = , com  muito pequeno. De (7.32) e dessa ultima condic~ao, segue
que eV (0)  
0 e pode-se obter a condic~ao inicial para . Uma vez que xamos
(0), pode-se determinar a condic~ao inicial para  a partir da necessidade de que
o acoplamento tenha hoje o valor 1/2, ou seja, F (0) + G(0) = 1=2. Satisfazendo a
exige^ncia II pela condic~ao e(0) = 
0, e uma vez que se conhece (0), de (7.33),
determinamos a condic~ao inicial para 0. A parte da exige^ncia (ii) que concerne
ao valor de p pode ser satisfeita por meio de ajustes das constantes que apare-
cem nas func~oes dos acoplamentos e potenciais. A partir de (7.10), obtemos para
o para^metro de Hubble a condic~ao inicial eH(0) = p
0=6[F (0) +G(0)] = 1=p3.
Sumarizando, temos:
(a) eH(0) = 1p
3
;
(b) eV (0) = 
0 determina (0); 0(0)2  1;
(c) G(0) = 1
2
  F (0) determina (0);
(d) 0(0)2 + 6fW (0) + 120(0)dG
d

z=0
= 6
0 determina 
0(0).
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Para o caso I da Tabela 7.1 (que chamaremos de caso 1), tomamos
V = V0
2; f



=


; que implica em W =W0:
Pelo uso das equac~oes acima, as condic~oes iniciais s~ao
(0) =
s
0:72eV0 ; (0) =
s
1=2  F0(0)2
G0
;
0(0) =
q
6

0:23 + 24G20(0)
2   fW0(0)(0)  12G0(0);
onde
F0  1
2(0)2
e fW0  0:23=(0) + 24G20(0)
(0)
:
Adotamos nas computac~oes numericas os seguintes valores otimos
para as constantes: F0 =  0:002366; G0 = 0:04651; V0 = 0:01001 e W0 = 0:01856.
Agora, para o caso I da Tabela 7.2 (que chamaremos de caso 2),
considerando-se F 10 = G
1
0 = 0 sem perda de generalidade, tomamos
V =W0
4; h(2 + 2) = 2 + 2; que implica em W = W0(
4 + 222);
com W0 da Tabela 7.2 repassado por 4W0.
Nesse caso, tem-se as condic~oes iniciais
(0) =

0:72fW0
1=4
; (0) =
s
1=2  F0(0)2
G0
;
0(0) =
q
6

0:23 + (24G20   fW0)(0)4   2fW0(0)2(0)2  12G0(0);
onde
F0  1
2(0)2
e fW0  0:23 + 24G20(0)4
(0)4 + 2(0)2(0)2
;
com os seguintes valores otimos tomados para as constantes: F0 = 0:2064; G0 =
0:03333 e W0 = 0:1250:
Na Figura 7.1 est~ao representados os para^metros de densidade da
materia comum, energia escura e materia escura para os casos 1 e 2, nas janelas da
esquerda e da direita, respectivamente. A partir dessa gura podemos observar a
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Figura 7.1: Para^metros de densidade da materia comum e dos campos escalares
como func~oes do redshift z. Janela da esquerda: caso 1; Janela da direita: caso 2.
evidente diferenca no aumento do valor do para^metro de densidade da energia escura
com o redshift e a correspondente diminuic~ao do para^metro de densidade da materia
escura para os dois casos. Haja vista que o acoplamento gravitacional tem formas
quadraticas em ambos os casos, as diferentes evoluc~oes dos para^metros de densidade
com o redshift s~ao determinadas unicamente pela interac~ao e pelos potenciais de
auto interac~ao dos campos, os quais s~ao responsaveis pela transfere^ncia de energia
entre os campos escalares e entre os campos escalares e o campo gravitacional. Tal
resultado e facilmente entendido pela observac~ao das equac~oes (7.15) e (7.16).
Essas transfere^ncias de energia entre os campos (campo escalar -
campo escalar e campo gravitacional - campos escalares) te^m um papel denitivo
na variedade de comportamentos que pode ser produzida por modelos com campos
escalares, de acordo com o que e observado a partir dos dois casos representados
na Figura 7.1. Isso e denitivamente vericado quando se observa na Figura 7.1
que o campo de materia comum, o qual n~ao esta acoplado aos outros campos, tem
uma evoluc~ao do seu para^metro de densidade com o redshift quase ide^ntico nos dois
casos, o que signica que o mesmo esta apenas submetido a diluic~ao causada pela
expans~ao do Universo, que apresenta praticamente a mesma raz~ao para os dois casos.
Dessas propriedades, conclumos que um setor escuro interagente pode apresentar
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Figura 7.2: Raz~ao entre a press~ao e a densidade de energia dos campos escalares
como func~oes do redshift z. Janela da esquerda: caso 1; Janela da direita: caso 2.
uma gama de possibilidades para a evoluc~ao da materia escura.
As raz~oes entre a press~ao e a densidade de energia dos campos es-
calares, ! = p= e ! = p=, est~ao representadas na Figura 7.2, onde a janela
da esquerda corresponde ao caso 1 e a janela da direita corresponde ao caso 2. Da
gura vemos que o ! e pequeno em comparac~ao ao modulo de !, para ambos os
casos. Por outro lado, a press~ao da materia escura tem um papel signicante na
determinac~ao da epoca em que ocorre a transic~ao do Universo de uma expans~ao
desacelerada para uma acelerada, haja vista que sua participac~ao na composic~ao do
Universo e signicativa. Observe que no presente ! !  1, o que corresponde a
constante cosmologica.
Na janela da esquerda da Figura 7.3 esta representado o acopla-
mento efetivo F +G e na janela da direita o para^metro de desacelerac~ao q = 1
2
+ 3p
2
,
para os casos 1 e 2. Podemos inferir da Figura 7.3 que o acoplamento gravi-
tacional efetivo apresenta uma pequena variac~ao em torno do seu presente valor
F (0) +G(0) = 1=2. Essa variac~ao e de aproximadamente 10 %, o que signica que
a "constante"gravitacional efetiva varia essa quantidade no intervalo considerado.
A janela da direita mostra que existe uma pequena diferenca entre os redshifts de
transic~ao de um regime desacelerado para um acelerado para os dois casos. Os valo-
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Figura 7.3: Janela da esquerda: acoplamento efetivo versus redshift z; Janela da
direita: Para^metro de desacelerac~ao versus redshift z. A linha homoge^nea representa
o caso 1 e a linha pontilhada o caso 2.
res dos redshifts de transic~ao para os casos 1 e 2 s~ao zT = 0:43 e zT = 0:52, enquanto
os valores presentes do para^metro de desacelerac~ao s~ao q(0) =  0:53 e q(0) =  0:52,
respectivamente. Para ns de comparac~ao com os dados observacionais, tem-se
zT = 0:74  0:18 (de [94]) para o redshift de transic~ao e q(0) =  0:46  0:13 (de
[95]) para o para^metro de desacelerac~ao avaliado em z = 0.
7.2 Campos escalares cano^nicos e n~ao cano^nicos
interagentes
7.2.1 Ac~ao geral e simetria de Noether
Tomamos agora a ac~ao geral onde um campo escalar e n~ao cano^nico
(campo de taquions) e representado por ', e o outro campo escalar e cano^nico e
representado por 
S =
Z
d4x
p g

[F (') +G()]R  V (')p1  @'@'
+
1
2
@@
 W ('; )

+ Sm; (7.36)
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onde F (') e G() representam func~oes genericas de classe C2 que descrevem o aco-
plamento dos campos escalares a gravidade, V (') e o potencial de auto interac~ao
do campo ' e W ('; ) descreve a auto interac~ao do campo  e a interac~ao entre os
campos ' e . Como anteriormente, quando F (') + G() ! 1=2, recuperamos o
acoplamento de Einstein.
O campo de taquions teve sua origem na teoria de cordas, mas pode
ser introduzido de uma forma simples da seguinte maneira. O campo taquio^nico
pode ser interpretado como a generalizac~ao da lagrangiana para uma partcula
relativstica: Lq =  m
p
1  _q2 ! L' =  V (')
p
1  @'@'. Da mesma forma
como o campo escalar cano^nico e a generalizac~ao natural da lagrangiana para uma
partcula n~ao relativstica: Lq = (1=2) _q2   V (q)! L' = (1=2)@'@'  V (').
A partir da variac~ao da ac~ao (7.36) com respeito a g , obtem-se as
equac~oes de Einstein modicadas com a mesma forma de (7.2)
R   1
2
gR =   T
2(F +G)
; (7.37)
sendo T = T
m
 + T
'
 + T

 denido como segue
Tm =
2p g
(
p gLm)
g
; (7.38)
T' = V
 
@'@'p
1  @'@'
+ g
p
1  @'@'
!
+
 rr   grrF; (7.39)
T  = @@ 

1
2
@@
 W

g +
 rr   grrG: (7.40)
Considerando-se novamente a metrica plana de Friedmann-Robertson
-Walker e os campos escalares espacialmente homoge^neos, ' = '(t) e  = (t), com
o campo de materia comum sendo um uido sem press~ao, a lagrangiana pontual que
resulta da ac~ao (7.36) tem a forma
L = 6a _a2(F +G) + 6a2 _a

dF
d'
_'+
dG
d
_

+ a3V
p
1  _'2   a3

1
2
_2  W

+ 0m: (7.41)
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Da condic~ao para a simetria de Noether, LXL = XL = 0, aplicada
a lagrangiana (7.41), sendo o campo vetorial X agora denido por
X = 
@
@a
+ 
@
@'
+ 
@
@
+
d
dt
@
@ _a
+
d
dt
@
@ _'
+
d
dt
@
@ _
; (7.42)
onde ,  e  s~ao func~oes de (a, ', ), obtemos o seguinte sistema de equac~oes
diferenciais parciais acopladas
(F +G)

 + 2a
@
@a

+ a
dF
d'

 + a
@
@a

+ a
dG
d

 + a
@
@a

= 0; (7.43)
@
@'
dF
d'
= 0;
@
@a
= 0;
@
@'
= 0;
@
@
= 0; (7.44)
3  12dG
d
@
@
+ 2a
@
@
= 0; (7.45)
a
d2F
d'2
+

2 + a
@
@a
+ a
@
@'

dF
d'
+ a
@
@'
dG
d
+ 2
@
@'
(F +G) = 0; (7.46)
a
d2G
d2
+

2+ a
@
@a
+ a
@
@

dG
d
+ a
@
@
dF
d'
+ 2
@
@
(F +G)
  a
2
6
@
@a
= 0; (7.47)
@
@'
dG
d
+
@
@
dF
d'
  a
6

@
@
+
@
@'

= 0; (7.48)
3V + a
dV
d'
= 0; (7.49)
3W + a
@W
@'
+ a
@W
@
= 0; (7.50)
e a quantidade conservada associada a simetria gerada por (7.42) e dada pela ex-
press~ao
M0 = 
@L
@ _a
+ 
@L
@ _'
+ 
@L
@ _
: (7.51)
A soluc~ao do sistema (7.43)-(7.50) n~ao e unica e as soluc~oes que
encontramos est~ao dadas na Tabela 7.4, contendo todos os conjuntos de ; ; ; F;G,
V;W , onde 0; 0; 0; F0; F
1
0 ; G0; G
1
0; V0 s~ao constantes e  = 30=0, K = 0=0.
Aqui tambem procuramos por soluc~oes que apresentem potenciais da formaW 6= (0,
constante, f('); g()), para que seja produzida uma interac~ao entre os campos ' e
. De (7.51), temos as respectivas quantidades conservadas, as quais est~ao dadas na
Tabela 7.5.
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 F G V W
I 0a 0  30=2 F0e ' G02 V0e ' f
 
e
'
2

e '
II 0a 0  30=2 F0e ' 0 V0e ' f
 
e
'
2

e '
III 0a 0  30=2 0 G02 V0e ' f
 
e
'
2

e '
IV 0 0 0 F
1
0 + F0' G
1
0  KF0 V0 W (' K)
V 0 0 0 F0 G0 V0 W (' K)
Tabela 7.4: Soluc~oes.
Casos M0
I{III 3
2
0a
3

2H
h
4(F +G) + 3

2

dF
d'
  dG
d
i
+

4dF
d'
  2V

p
1  _'2

_'+ G _

IV{V 0a
3

6H

K dF
d'
+ dG
d

  KV _'p
1  _'2
  _

Tabela 7.5: Quantidades conservadas, com G =

4dG
d
+ 

.
E interessante observar que a soluc~ao I generaliza o modelo analisado
no trabalho [18].
7.2.2 Equac~oes de campo e trocas de energia
Aplicando-se a equac~ao de Euler-Lagrange a lagrangiana (7.41) para
a, ' e , respectivamente, tem-se
2(F +G)(2 _H + 3H2)  V
p
1  _'2 + 1
2
_2  W
+ 2

dF
d'
'+ 2H
dF
d'
_'+
d2F
d'2
_'2

+ 2

dG
d
+ 2H
dG
d
_+
d2G
d2
_2

= 0; (7.52)
'
1  _'2 + 3H _'+
1
V
dV
d'
+

@W
@'
  6( _H + 2H2)dF
d'
 p
1  _'2
V
= 0; (7.53)
+ 3H _  6( _H + 2H2)dG
d
+
@W
@
= 0: (7.54)
Da mesma forma que na sec~ao anterior, pela imposic~ao de que a
func~ao energia EL = @L@ _a _a+
@L
@ _'
_'+ @L
@ _
_ L associada a lagrangiana (7.41) seja nula,
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segue a equac~ao de Friedmann modicada
6(F +G)H2   
0
m
a3
  Vp
1  _'2 + 6H
dF
d'
_'  1
2
_2  W + 6HdG
d
_ = 0: (7.55)
A partir das equac~oes (7.52)-(7.55), dene-se  = m + ' +  e
p = p' + p, com suas formas dadas por
' =
Vp
1  _'2   6H
dF
d'
_'; (7.56)
 =
1
2
_2 +W   6HdG
d
_; (7.57)
p' =  V
p
1  _'2 + 2

dF
d'
'+ 2H
dF
d'
_'+
d2F
d'2
_'2

; (7.58)
p =
1
2
_2  W + 2

dG
d
+ 2H
dG
d
_+
d2G
d2
_2

; (7.59)
de acordo com as denic~oes dos tensores energia-momento (7.39) e (7.40).
Pelo uso das densidades de energia (7.56) e (7.57) e suas respectivas
press~oes (7.58) e (7.59), tem-se
_' + 3H(' + p') =  @W
@'
_'+
(dF=d') _'
F +G
; (7.60)
_ + 3H( + p) =
@W
@'
_'+
(dG=d) _
F +G
; (7.61)
onde (7.53), (7.54) e (7.55) foram usadas nas simplicac~oes. Por conseguinte, proce-
dendo como na Sec~ao 7.1, temos a derivada covariante do tensor energia-momento
total
rT  = 
F +G

dF
d'
_'+
dG
d
_

; (7.62)
que tem a mesma forma de (7.17).
Em virtude desses resultados, consideraremos o modelo do setor es-
curo interagente como anteriormente: toma-se o campo ' para representar a energia
escura e o campo  para representar a materia escura. E seguindo as restric~oes im-
postas pelos dados da astronomia: (i) o campo ' comp~oe a maior parte da energia
total do Universo e tem uma expressiva press~ao negativa atualmente; (ii) o campo
 tem uma pequena press~ao positiva e sua densidade de energia representa uma
consideravel frac~ao da energia total do Universo no presente.
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7.2.3 Soluc~oes cosmologicas
Tendo em vista as diculdades de integrac~ao, procuraremos por
soluc~oes numericas para o sistema (7.52)-(7.55). Com o objetivo de analisar os
cenarios cosmologicos que esses modelos podem descrever, as soluc~oes para alguns
casos da Tabela 7.4 ser~ao consideradas.
Transformamos agora as derivadas temporais do sistema (7.52)-
(7.55) em derivadas com relac~ao ao redshift. Adicionalmente, pela substituic~ao de
H2 dado pela equac~ao (7.55) na equac~ao (7.52), obtem-se o seguinte sistema nal
de equac~oes diferenciais
4 eH eH 0(1 + z)(F +G) = e+ ep; (7.63)eH2(1 + z)2e'00 + eH(1 + z)[ eH 0(1 + z) + eH]e'0
1  eH2(1 + z)2e'02 + 1eV deVde'   3 eH2(1 + z)e'0
+
(
6 eH[ eH 0(1 + z)  2 eH]dF
de'+@fW@ e'
)q
1  eH2(1 + z)2 e'02eV = 0; (7.64)
eH2(1 + z)200 + eH[ eH 0(1 + z)  2 eH] (1 + z)0 + 6dG
d

+
@fW
@
= 0; (7.65)
com a linha representando derivadas com respeito ao redshift z, onde eH = H=p0,e' = p0', eV = V=0, fW =W=0, e = =0 = m=0+'=0+=0 = em+ee'+e
e ep = p=0 = p'=0 + p=0 = epe' + ep, as quais s~ao quantidades adimensionais. As
densidades de energia e press~oes s~ao dadas por
fm = e0m(1 + z)3; (7.66)
ee' = eVq
1  eH2(1 + z)2e'02 + 6 eH2(1 + z)
dF
de' e'0; (7.67)
e = eH2(1 + z)202
2
+fW + 6 eH2(1 + z)dG
d
0; (7.68)
epe' = 2 eH(1 + z) eH(1 + z)d2F
de'2 e'02 + dFde' e'00

+
h eH 0(1 + z)  eHi dF
de' e'0

  eVq1  eH2(1 + z)2e'02; (7.69)
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ep = 2 eH(1 + z) eH(1 + z)d2G
d2
02 +
dG
d
00

+
h eH 0(1 + z)  eHi dG
d
0

+
eH2(1 + z)202
2
 fW: (7.70)
As exige^ncias (i) e (ii) para os campos  e ' ser~ao satisfeitas pelo uso
de condic~oes iniciais para o sistema (7.63)-(7.65) determinadas a partir dos dados
astrono^micos, da mesma forma como foi feito para o modelo cano^nico - cano^nico.
Da exige^ncia I, temos que e'0(0)2  1, ou seja, o campo ' esta variando muito len-
tamente no presente (a mesma considerac~ao da Sec~ao 7.1). Essa condic~ao e (7.67)
implicam na relac~ao eV (0)  
0'. Lembrando que o acoplamento gravitacional deve
ter o valor 1/2 atualmente, F (0) +G(0) = 1=2, a equac~ao (7.55) fornece a condic~ao
inicial eH(0) =p
0=6[F (0) +G(0)] = 1=p3 para o para^metro de Hubble, da mesma
forma que no primeiro caso. Todas essas relac~oes ser~ao empregadas nas comparac~oes
com os dados observacionais. De agora em diante, analisaremos os casos I e V da
Tabela 7.4, os quais representam modelos interagentes n~ao minimamente e minima-
mente acoplados ao campo gravitacional, respectivamente.
Para o caso I, consideramos
f

e
'
2

=
e 
'
2

; que implica em W = W0
e 
3'
2

:
A partir dessas func~oes, determina-se que as condic~oes iniciais s~ao dadas por
e'(0) = ln[ eV0=0:72]e ; (0) =
s
1=2  F0e ee'(0)
G0
;
0(0) =
r
6
h
0:23 + 24G20(0)
2   fW0(0) 1e  3ee'(0)2 i  12G0(0);
onde e = =p0 e
F0  e
ee'(0)
2
; fW0  0:23 + 24G20(0)2(0)e 3ee'2 :
Tomamos e'0(0) = 10 6 e os seguintes valores otimos para as cons-
tantes: F0 =  8:5 10 3;G0 = 6:9 10 3; eV0 = 2:2 10 3; fW0 = 1:9 10 3. Para
ns de comparac~ao, dois valores para os coecientes do termo exponencial foram
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adotados, a saber, e1 = 10 3 e e2 = 10 2.
Consideramos para o caso V que a press~ao da materia escura se
anula em z = 0 e que o potencial de interac~ao dos campos escalares e dado por
W ('   ) = W0e (' ): Da subtrac~ao e da soma das equac~oes (7.68) e (7.70),
obtem-se as condic~oes iniciais para (0) e 0(0), respectivamente,
(0) =
e'(0) + ln0:115=fW0=ee ; 0(0) = p0:69;
onde e = =p0 e e = p0. As condic~oes iniciais para e'(0) e e'0(0) s~ao livres e
foram escolhidas como e'(0) = 1:0 e e'0(0) = 10 2. Os seguintes valores otimos foram
adotados para as constantes: F0 + G0 = 1=2; eV0 = 0:72; fW0 = 10 2; e = 0:5405.
Como no caso anterior, dois valores para o coeciente do termo exponencial foram
tomados, a saber, e1 = 4:9 e e2 = 4:45.
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Figura 7.4: Janela da esquerda: a raz~ao entre a press~ao e a densidade de energia dos
campos escalares para o caso I, representada pela linha homoge^nea para e1 = 10 3
e pela linha pontilhada para e2 = 10 2. Janela da direita: a raz~ao entre a press~ao e
a densidade de energia dos campos escalares para o caso V, representada pela linha
homoge^nea para e1 = 4:900 e pela linha pontilhada para e2 = 4:450.
Na Figura 7.4 est~ao representadas as raz~oes entre a press~ao e a den-
sidade de energia dos campos escalares, !' = p'=' e ! = p=, onde as janelas
da esquerda e da direita representam os casos I e V, respectivamente. Dessa gura
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pode-se inferir que quando o para^metro e e variado de 10 3 a 10 2 (caso I), a raz~ao
!' muda sua evoluc~ao com o redshift drasticamente. Esse comportamento pode ser
entendido observando-se que, de acordo com (7.60), essa raz~ao esta relacionada com
a troca direta de energia entre o campo ' e o campo gravitacional. Consequen-
temente, o comportamento da energia escura muda do tipo constante cosmologica,
!'   1 (para e1 = 10 3), a um !' variavel (para e2 = 10 2) como um resultado
da modicac~ao na troca direta de energia com o campo gravitacional. No entanto,
a raz~ao ! tem uma variac~ao suave quando os valores dos coecientes do termo
exponencial s~ao variados. Para o caso V, quando o para^metro e e variado, nota-se,
por meio da observac~ao do comportamento de !, que a materia escura sofre uma
inue^ncia signicativa, enquanto a energia escura sempre tem um comportamento
aproximado de constante cosmologica, uma vez que ocorre uma pequena variac~ao
em !'. Observe que para o caso V n~ao existe uma troca direta de energia com o
campo gravitacional devido a condic~ao fF;Gg = constante.
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Figura 7.5: Janela da esquerda: para^metro de desacelerac~ao para o caso I, represen-
tado pela linha homoge^nea para e1 = 10 3 e pela linha pontilhada para e2 = 10 2.
Janela da direita: para^metro de desacelerac~ao para o caso V, representado pela linha
homoge^nea para e1 = 4:900 e pela linha pontilhada para e2 = 4:450.
O para^metro de desacelerac~ao q = 1=2+3p=2 esta representado na
Figura 7.5, para os casos I (janela da esquerda) e V (janela da direita). A janela da
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Figura 7.6: Janela da esquerda: para^metros de densidade para o caso I, representa-
dos pela linha homoge^nea para e1 = 10 3 e pela linha pontilhada para e2 = 10 2.
Janela da direita: para^metros de densidade para o caso V, representados pela linha
homoge^nea para e1 = 4:900 e pela linha pontilhada para e2 = 4:450.
esquerda mostra que o para^metro de desacelerac~ao exibe uma pequena modicac~ao
quando se varia o valor do coeciente do termo exponencial, e. Entretanto, pode-se
inferir da gura que quando e2 = 10 2 e !' evolui assintoticamente para  1 no pre-
sente, o redshift de transic~ao de um regime desacelerado para um acelerado e menor
do que para e1 = 10 3. Realmente, nessa ultima situac~ao (e1 = 10 3) temos que
!'   1 em todo o intervalo de evoluc~ao do para^metro de densidade, o que implica
numa transic~ao de regime mais prematura. Para o caso V, pode-se observar que
para e2 = 4:45 o redshift de transic~ao e menor do que para e1 = 4:9. Isso pode ser
entendido por meio da observac~ao da Figura 7.4 novamente, onde nota-se que ! e
maior para e2 = 4:45 do que para e1 = 4:9, signicando que nessa situac~ao a materia
escura tem uma press~ao relativa maior, o que contribui para retardar a transic~ao de
regime. Os valores do redshift de transic~ao para o caso I s~ao: zT = 0:45 (e1 = 10 3)
e zT = 0:40 (e2 = 10 2), enquanto os valores para o caso V s~ao: zT = 0:46 (e1 = 4:9)
e zT = 0:40 (e2 = 4:45). E os valores do para^metro de desacelerac~ao q em z = 0
para o caso I s~ao: q0 =  0:55 (e1 = 10 3) e q0 =  0:51 (e2 = 10 2), enquanto
que para o caso V s~ao: q0 =  0:57 (e1 = 4:9) e q0 =  0:51 (e2 = 4:45). A m de
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fazer comparac~oes com os dados observacionais, os valores s~ao zT = 0:74 0:18 (de
[94]) para o redshift de transic~ao e q0 =  0:46 0:13 (de [95]) para o para^metro de
desacelerac~ao no presente.
Os para^metros de densidade da materia comum, energia escura e
materia escura est~ao representados na Figura 7.6 para os casos I (janela da es-
querda) e V (janela da direita). Da janela da esquerda observa-se que para e2 os
para^metros de densidade da energia escura e da materia escura tornam-se iguais
antes que para e1, mas seu redshift de transic~ao ocorre em redshifts menores que
para e1. Isso mostra que a mudanca de comportamento de !' causada pela troca
de energia com o campo gravitacional realmente e o responsavel por um redshift de
transic~ao menor para o caso I. Por outro lado, pela observac~ao da janela da direita,
nota-se que para e1 os para^metros de densidade da energia e da materia escuras
tornam-se iguais antes que para e2. Isso reforca para e2 o deslocamento do redshift
de transic~ao causado por uma press~ao relativa maior da materia escura.
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Figura 7.7: Acoplamento gravitacional efetivo para o caso I, representado pela linha
homoge^nea para e1 = 10 3 e pela linha pontilhada para e2 = 10 2.
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O acoplamento gravitacional efetivo F +G para o caso I e represen-
tado na Figura 7.7. Observa-se da gura que o acoplamento gravitacional efetivo
apresenta uma pequena variac~ao em comparac~ao ao seu presente valor F (0) +G(0)
= 1/2. Existe uma variac~ao menor que 10 % em torno do valor 1/2 e, consequente-
mente, a "constante"gravitacional tem seu valor alterado em aproximadamente 10
% no intervalo considerado. Esse resultado e similar ao do caso cano^nico - cano^nico.
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Captulo 8
Generalizac~oes geometricas da
Relatividade Geral
Ate o momento, nossos modelos cosmologicos foram construdos a
partir da Relatividade Geral. Nos casos em que houve generalizac~ao, esta consistiu
num campo escalar n~ao minimamente acoplado a gravidade, o qual e um novo grau
de liberdade do campo gravitacional. No entanto, essa n~ao e a unica possibilidade
de generalizac~ao da Relatividade Geral. A parte geometrica da ac~ao de Einstein-
Hilbert, que corresponde ao campo gravitacional, e um funcional linear no escalar de
curvatura, que mantivemos inalterado em nossos modelos. Mas, a princpio, n~ao ha
motivo fsico algum que nos impeca de descrever a gravidade por outra func~ao qual-
quer do escalar de curvatura [96, 97]. Essa e a primeira generalizac~ao geometrica
natural possvel de ser realizada na teoria de gravitac~ao de Einstein. A referida
generalizac~ao conduz a resultados que descrevem um Universo acelerado sem a in-
troduc~ao da energia escura [98, 99]. Uma extens~ao direta dessa generalizac~ao e a
introduc~ao de uma outra func~ao do escalar de Ricci [29] para gerar um acoplamento
n~ao mnimo entre o setor da materia com o setor gravitacional. Essa extens~ao foi
primeiramente proposta em [100], mas num contexto diferente do que e considerado
atualmente. Tal acoplamento n~ao mnimo com a lagrangiana da materia resulta
numa forca gravitacional extra que pode gerar o efeito da materia escura sem a
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necessidade de introduzir materia exotica [101, 102, 103, 104].
Outra generalizac~ao estritamente geometrica esta relacionada com
a conex~ao am. Na Relatividade Geral, sup~oe-se que a conex~ao am e determinada
unicamente em termos do tensor metrico (conex~ao de Levi-Civita ou smbolos de
Christoel), sendo portanto simetrica com relac~ao a seus ndices covariantes. No
entanto, qualquer teoria gravitacional mais geral permite uma conex~ao am que
n~ao seja determinada unicamente pelo tensor metrico e tambem n~ao seja necessa-
riamente simetrica. Geometricamente, uma conex~ao n~ao simetrica signica que o
espaco-tempo pode apresentar uma propriedade chamada de torc~ao [105, 27]. Assu-
mir que a conex~ao am seja simetrica a priori n~ao e natural em teorias mais gerais,
pelo menos num contexto puramente geometrico. N~ao ignorando o efeito de torc~ao,
talvez seja possvel uma descric~ao mais completa do setor escuro como um efeito
efetivo de correc~oes geometricas.
Neste captulo, investigaremos a descric~ao do setor escuro como um
efeito puramente geometrico. Consideraremos a generalizac~ao da ac~ao de Einstein-
Hilbert, no que concerne ao termo gravitacional, por meio de uma func~ao generica
f1(R), e com um acoplamento n~ao mnimo da materia ao escalar de Ricci por uma
func~ao generica f2(R). Tambem n~ao suporemos que a conex~ao am seja simetrica, a
m de se levar em conta que o espaco-tempo pode apresentar torc~ao. Analisaremos
tal teoria generalizada para o caso de um Universo homoge^neo e isotropico, pro-
curando vericar de que modo que as correc~oes geometricas da Relatividade Geral
podem dar conta de reproduzir os comportamentos inerentes a materia e energia
escuras. A parte variacional tanto como a tentativa de encontrar alguma soluc~ao
para as equac~oes de campo sera apresentada com um certo detalhamento, haja vista
que essa classe de teoria generalizada exibe muito mais sutilezas e complicac~oes do
que as da Relatividade Geral como concebida originalmente por Einstein.
101
8.1 Ac~ao geral e equac~oes de campo
Consideremos a ac~ao que descreve uma teoria f(R) com a lagrangi-
ana de materia n~ao minimamente acoplada a gravidade
S =
Z
d4x
p g

f1(R)
2
+ f2(R)Lm

; (8.1)
onde f1(R) e f2(R) s~ao func~oes genericas do escalar de curvatura, sendo que R =
R( ) (isto e, em termos da conex~ao am) e Lm = Lm(g;  ), com  representando
os campos de materia.
A denic~ao do tensor de curvatura adotada daqui em diante sera
R = @ 

   @   +               ; (8.2)
a m de que utilizemos a mesma convenc~ao da literatura para essa classe de teoria.
Alem do mais, naturalmente, permitiremos que o espaco-tempo seja equipado com
torc~ao, sendo tomada a seguinte denic~ao de conex~ao n~ao simetrica
   = ~ 

  K  ; (8.3)
onde ~   e a conex~ao de Levi-Civita e K

 e o tensor de contorc~ao, que apresenta
a propriedade de antissimetria K  =  K  , a qual assegura a compatibilidade da
metrica associada a    , isto e, rg = 0 (com r denotando a derivada covariante
denida por    ). A partir dessa propriedade de antissimetria, podemos obter duas
outras propriedades, a saber
gK

 =  gK 
=) K  =  K  ; (8.4)
a qual implica em (Ape^ndice A)
K  = 0: (8.5)
Considerando o tensor de torc~ao como denido por
T  =  

      = 2  []; (8.6)
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de (8.3) conclui-se que
T  =  K  +K  ; (8.7)
o qual, por (8.5), implica em
T  =  K  +K  =  K  : (8.8)
Por outro lado, pela substituic~ao de (8.3) em (8.2), obtem-se
R = @~ 

   @~   + ~   ~     ~   ~  
+ ~rK    ~rK  +K  K   K  K 
=) R = ~R(g) +R(K)  R(g;K); (8.9)
O resultado acima vem do repasse das derivadas parciais de K 
por suas derivadas covariantes correspondentes, por meio das seguintes relac~oes
~rK  = @K  + ~   K    ~   K    ~   K  ;
~rK  = @K  + ~   K    ~   K    ~   K  ; (8.10)
e pelo emprego das denic~oes
~R(g) = @~ 

   @~   + ~   ~     ~   ~   ;
R(K) = ~rK    ~rK  +K  K   K  K  ; (8.11)
onde ~r denota a derivada covariante denida pela conex~ao de Levi-Civita e, claro,
~R representa o tensor de Riemann usual da conex~ao de Levi-Civita. Dessa forma,
o tensor de curvatura e decomposto em uma parte que e o tensor de Riemann usual,
dado em termos do tensor metrico, e outra parte em termos do tensor de contorc~ao.
De (8.9), temos
R = R = ~R +R ; (8.12)
com
~R = @~ 

   @ ~   + ~   ~     ~   ~   ;
R = ~rK    ~rK  +K  K   K  K  ; (8.13)
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onde ~R e o tensor de Ricci usual.
A variac~ao da ac~ao (8.1) com respeito a K  fornece (Ape^ndice B)
S =
Z
d4x
p g

1
2
f1 + f2Lm

=
Z
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

gR ; (8.14)
uma vez que de (8.12) tem-se R = R(g;K) = ~R(g) +R(K).
Pelo uso de (8:13)2, pode-se avaliar a integral (8.14):
S =
Z
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

gR
=
Z
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

g( ~rK    ~rK  +
K  K

 +K

 K

   K  K   K  K  ): (8.15)
Para o primeiro termo do integrando de (8.15), usando a regra do
produto, escrevemos (Ape^ndice C)
1
2
f 01 + Lmf 02

g ~rK  =g ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

K 

+ @

1
2
f 01 + Lmf 02

K  

 ; (8.16)
onde a propriedade de antissimetria de K  foi aplicada.
Analogamente, para o segundo termo obtem-se (Ape^ndice D)
 

1
2
f 01 + Lmf 02

g ~rK  =  g ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

K 

  @

1
2
f 01 + Lmf 02

K  

 : (8.17)
Observe que os primeiros termos de (8.16) e (8.17) geram integrais
de superfcie (teorema de Gauss), as quais se anulam pelo fato de as variac~oes de
K  se anularem na fronteira de integrac~ao.
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Para os termos remanescentes de (8.15), escrevemos (Ape^ndice E)
gK  K

 = K

 K

 

 ;
gK  K

 =  K  K  ;
 gK  K  =  K  K  ;
 gK  K  = K  K  ; (8.18)
onde a propriedade (8.4) foi utilizada.
Inserindo (8.16), (8.17) e (8.18) em (8.15){ levando-se em conta o
anulamento dos termos de superfcie { chegamos a seguinte forma
S =
Z
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

gR
=
Z
d4x
p g
"
@

1
2
f 01 + Lmf 02

   @

1
2
f 01 + Lmf 02


+

1
2
f 01 + Lmf 02

(K  

  K   +K   K  )
#
K  ; (8.19)
e, pelo princpio da mnima ac~ao, nalmente obtemos a express~ao
K  

  K   +K   K  =
@ (f
0
1 + 2Lmf 02)
f 01 + 2Lmf 02
(

    ); (8.20)
que, por (8.7) e (8.8), pode ser escrita em termos do tensor de torc~ao, a saber
T  + T

 

   T   =
@ (f
0
1 + 2Lmf 02)
f 01 + 2Lmf 02
(

    ): (8.21)
Fazendo-se  =  nesta ultima, obtem-se
T  =  
3@ (f
0
1 + 2Lmf 02)
2(f 01 + 2Lmf 02)
 ; (8.22)
a qual pode ser inserida em (8.21), fornecendo a seguinte forma nal
T  =  
@ (f
0
1 + 2Lmf 02)
2(f 01 + 2Lmf 02)
(

    ); (8.23)
que e uma equac~ao de campo que relaciona a torc~ao aos termos de curvatura e a
lagrangiana de materia.
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A variac~ao de (8.1) com respeito a g fornece (Ape^ndice F)
S =
Z
d4x

1
2
(
p gf1) + (
p gf2Lm)

=
Z
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

R   1
4
gf1 +
f2p g
(
p gLm)
g

g
+
Z
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

gR ; (8.24)
onde a linha denota derivada com respeito a R. Ate aqui usamos apenas as seguintes
relac~oes variacionais

p g =  1
2
p ggg ;
R = (gR) = g
R + g
R : (8.25)
Levando-se em conta (8.12) novamente, a segunda integral de (8.24)
torna-se Z
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

g ~R : (8.26)
Vamos ao processo de avaliac~ao variacional da integral acima. Pri-
meiramente, aplicamos uma variac~ao tipo Palatini a (8:13)1 e substitumos o resul-
tado em (8.26), de onde obtemosZ
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

g( ~r~     ~r~   ); (8.27)
que, pela introduc~ao da conex~ao de Levi-Civita
~   =
1
2
g(@g + @g   @g); (8.28)
toma a formaZ
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

~r

g ~rg   ~rg

: (8.29)
Aplicando a regra do produto, essa ultima integral e escrita comoZ
d4x
p g
(
~r

1
2
f 01 + Lmf 02

g ~rg   ~rg

 

g ~rg   ~rg

~r

1
2
f 01 + Lmf 02
)
: (8.30)
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O primeiro termo do integrando gera uma integral de superfcie que se anula porque
a variac~ao de g se anula na fronteira de integrac~ao. Ent~ao podemos aplicar a regra
do produto novamente, de onde chegamos aZ
d4x
p g
(
~r

g ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

  g ~r

g ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

+

g ~r ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

  ~r ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

g
)
=
Z
d4x
p g

g ~r ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

  ~r ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

g ; (8.31)
tendo em vista que os dois primeiros termos do integrando resultante tambem se
anulam na fronteira.
Substituindo-se essa ultima integral em (8.24), temos
S =
Z
d4x
p g
(
1
2
f 01 + Lmf 02

R   1
4
gf1 +
f2p g
(
p gLm)
g
 

~r ~r   g ~r ~r
1
2
f 01 + Lmf 02
)
g ; (8.32)
a qual, pelo princpio da mnima ac~ao, fornece
(f 01 + 2Lmf 02)R()  
1
2
gf1   ~4 (f 01 + 2Lmf 02) = f2T : (8.33)
Aqui, ~4 = ~r ~r   g ~r ~r, T e o tensor energia-momento usual da materia
T =   2p g
(
p gLm)
g
; (8.34)
e R aparece simetrizado porque os termos de torc~ao (assimetricos) contidos nele
podem torna-lo assimetrico. Note que isso e necessario para mantermos a equac~ao
de campo consistente, pois o tensor energia-momento da materia e simetrico.
Consideremos a seguinte identidade que relaciona o tensor de con-
torc~ao ao tensor de torc~ao
K  =
1
2
( T  + T     T ): (8.35)
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Por outro lado, de (8.22) e (8.23), podemos escrever tambem a seguinte relac~ao para
o tensor de torc~ao
T  =
2
3
T[

]; (8.36)
a qual, por sua vez, fornece
T   =
1
3
(T

   gT ); T  =
1
3
(gT
   T ) =  T   : (8.37)
Agora, colocando (8.36) e (8.37) em (8.35), tem-se
K  =
1
3
(T

   gT ); (8.38)
que, apos a sua substituic~ao em (8:13)2 e pela considerac~ao de (8.12), leva-nos a
R = ~R +
2
3
~rT + 1
3
~rTg + 2
9
TT   2
9
TT
g ; (8.39)
e, nalmente, pela observac~ao de (8.22) novamente, conclumos que R e simetrico
e podemos escreve^-lo sem o smbolo de simetrizac~ao. A partir disso, reescrevemos
(8.33) na forma
(f 01 + 2Lmf 02)R  
1
2
gf1   ~4 (f 01 + 2Lmf 02) = f2T : (8.40)
Ent~ao, nossas equac~oes de campo basicas s~ao (8.23) e (8.40), as
quais s~ao a generalizac~ao geometrica das equac~oes de Einstein. Se zermos Lm = 0
nessas equac~oes, temos as equac~oes de campo da teoria f(R) usual com torc~ao para
o espaco vazio, a saber
T  =  
@f
0
1
2f 01
(

    );
f 01R  
1
2
gf1   ~4f 01 = 0: (8.41)
Notemos que se f1(R) = R nas equac~oes acima, recuperamos a
Relatividade Geral para o espaco vazio exatamente na sua forma original, pois o
tensor torc~ao se anula, n~ao sendo mais possvel um espaco-tempo com torc~ao. O
mesmo resultado e obtido a partir das equac~oes de campo (8.23) e (8.40) se zermos
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f1(R) = R e f2(R) = 1 (Relatividade Geral sem torc~ao). Sendo assim, ao se
tomar a generalizac~ao considerada aqui, a Relatividade Geral emerge naturalmente
como uma teoria de espaco-tempo sem torc~ao se a parte gravitacional depender
linearmente do escalar de curvatura e o acoplamento com a materia for mnimo.
8.1.1 Ape^ndice
A. Determinac~ao da propriedade (8.5)
K  =  K     K   =  K  gg =  K   =  K 
=) K  = 0: (8.42)
B. Variac~ao da ac~ao (8.1) com respeito a K 
S =
Z
d4x
p g

1
2
f1 + f2Lm

=
Z
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

R
=
Z
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

gR
=
Z
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

g( ~R +R)
=
Z
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

gR : (8.43)
C. Regra do produto para o primeiro termo do integrando de (8.15)
1
2
f 01 + Lmf 02

g ~rK  = g ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

K 

  g ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

K 
= g ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

K 

  @

1
2
f 01 + Lmf 02

K 
= g ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

K 

+ @

1
2
f 01 + Lmf 02

K 
= g ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

K 

+ @

1
2
f 01 + Lmf 02

K  

 : (8.44)
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D. Regra do produto para o segundo termo do integrando de (8.15)
 

1
2
f 01 + Lmf 02

g ~rK  =  g ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

K 

  @

1
2
f 01 + Lmf 02

K 
  g ~r

1
2
f 01 + Lmf 02

K 

  @

1
2
f 01 + Lmf 02

K  

 : (8.45)
E. Determinac~ao das relac~oes para os termos remanescentes de (8.15)
gK  K

 = K

 K

  K  K   ;
gK  K

 = g
K  K

 g = K

 K

 =  K  K
  K  K  ;
 gK  K  =  K  K    K  K  ;
 gK  K  =  gK  K  g =  K  K  = K  K 
 K  K  : (8.46)
F. Variac~ao de (8.1) com respeito a g
S =
Z
d4x

1
2
(
p gf1) + (
p gf2Lm)

=
Z
d4x

1
2
(
p gf1 +
p gf1) + f2
p gLm + f2(
p gLm)

=
Z
d4x
(
1
2
f 01
p g(gR)  1
4
gf1
p gg + Lmf 02
p g(gR)
+
f2p g
(
p gLm)
g
p gg
)
=
Z
d4x
(
1
2
f 01 + Lmf 02

R
p gg   1
4
gf1
p gg
+
f2p g
(
p gLm)
g
p gg +

1
2
f 01 + Lmf 02
p ggR);
=) S =
Z
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

R   1
4
gf1 +
f2p g
(
p gLm)
g

g
+
Z
d4x
p g

1
2
f 01 + Lmf 02

gR : (8.47)
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8.2 Correc~ao de primeira ordem em f2(R)
Bertolami e Paramos [104] mostraram que quando se considera Lm =
, com  denotando a densidade de energia da componente de materia, a teoria com
materia n~ao minimamente acoplada (n~ao se considerando torc~ao) consegue descrever
o efeito da materia escura na escala de galaxias a partir de um efeito geometrico
efetivo, o qual gera uma forca extra que pode dar conta da curva de rotac~ao das
galaxias. Para a forma Lm =  p (p e a press~ao da componente de materia) n~ao se
observa a produc~ao dessa forca extra. Tendo em vista esse resultado, adotaremos
Lm =  em nossos modelos com o objetivo de analisar qual e o possvel papel dos
termos que envolvem torc~ao em larga escala nessa classe de teoria.
Com o intuito de investigarmos o papel do acoplamento n~ao mnimo
da materia com a curvatura, conservaremos a parte gravitacional da Relatividade
Geral, f1 = R, e consideraremos uma correc~ao em primeira ordem no escalar de
curvatura para o acoplamento com a materia, f2 = 1 + R, onde  = constante.
Assim, nossas equac~oes de campo basicas, (8.23) e (8.40), podem ser reescritas na
forma
~R   1
2
g ~R = T + RT + 2( ~4  R) 

R   1
2
gR

;
T  =  
@
(1 + 2)
(

    ); (8.48)
onde decompomos R e R (do lado esquerdo) em suas partes metricas e de torc~ao.
Logo, podemos escrever (8:48)1 na forma das equac~oes de Einstein
~R   1
2
g ~R = T + T G = T E ; (8.49)
onde denimos
T G = RT + 2( ~4  R) 

R   1
2
gR

; (8.50)
que pode ser interpretado como um tensor energia-momento resultante da correc~ao
geometrica (correc~ao de ordem superior em R e torc~ao), sendo o tensor energia-
momento T E a fonte total (efetiva) de gravidade devida a materia observavel (poeira
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n~ao relativstica) e a geometria.
Tomando agora um campo de materia homoge^neo e sem press~ao,
Lm = (t), o seguinte resultado a partir da componente 00 das equac~oes (8:48)1 e
do traco das equac~oes (8:48)2 emerge
~R00   1
2
g00 ~R = + R + 2( ~400  R00) 

R00   1
2
g00R

;
T0 =   3 _
(1 + 2)
; Ti = 0: (8.51)
Observe que, sob nossas considerac~oes, o tensor energia-momento da materia tem
componentes T00 =  e T0i = Tij = 0.
Aplicando a metrica de Friedmann-Robertson-Walker plana e usando
(8:51)2, obtemos ~R; ~R00;R e R00
~R =  6( _H + 2H2); ~R00 =  3( _H +H2);
R = 6
1 + 2

 _2
1 + 2
  (+ 3H _)

;
R00 = 3
1 + 2

2 _2
1 + 2
  (+H _)

; (8.52)
sendo que as seguintes quantidades foram empregadas nos calculos
R = gR = ~R +R; com R = 2 ~rT    2
3
TT
; (8.53)
{ veja (8.39) { onde ~R e o escalar de Ricci usual e
~rT  = 3
1 + 2

2 _2
1 + 2
  (+ 3H _)

;
TT
 =
92
(1 + 2)2
_2; (8.54)
para a metrica aqui considerada.
Ao substituirmos as quantidades (8.52) em (8.49), chegamos a uma
equac~ao do tipo Friedmann, a saber
3H2 = + G = E; (8.55)
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com
G = R + 2( ~400  R00) 

R00   1
2
g00R

; (8.56)
que representa uma densidade de energia efetiva devida a geometria, sendo E a
densidade de energia efetiva total, incluindo a materia comum.
Substituindo (8.52) em (8.56), a evoluc~ao temporal de G ca deter-
minada em func~ao da densidade de materia e do para^metro de Hubble
G = 22 + 24H2+ 332H22: (8.57)
Por sua vez, substituindo esse resultado em (8:55), tem-se
3H2 = + 22 + 24H2+ 332H22 = E: (8.58)
Pode-se ver que essa ultima equac~ao se reduz a equac~ao de Friedmann usual quando
 = 0, como deveria ser.
Uma vez que a densidade de energia da materia aqui considerada
refere-se a materia comum, imp~oe-se que a sua corrente seja conservada [103], tal
que esta evolui na forma usual  = 0=a
3. Dessa imposic~ao, temos que (8.58) produz
a seguinte equac~ao diferencial
da
dt
=
r
0
3
a

a3 + 20
a6   80a3   11220
1=2
: (8.59)
Fazendo-se a troca de variavel u = a3=0 em (8.59) e integrando,
obtem-se
p
0
Z
du
u

u2   8u  11
u+ 2
1=2
=
p
30 t+ k0; (8.60)
onde k0 e uma constante de integrac~ao.
Da integral (8.60), conseguimos a soluc~ao de (8.59), a qual tem a
forma
p
0f1(u)
(
f2(u) + f3(u)

k1E ((u); 1) + k2F ((u); 1)+
+ k3(2; (u); 1)
)
=
p
30 t+ k0; (8.61)
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com
k1 = 6

3 + 2
p
3

; k2 = 3

6 +
p
3

; k3 = 11
p
3;
f1(u) =
u+ 2
3
r
u+ 2
u2   8u  11 ;
f2(u) = 6  72
2 + u
+
54
(u+ 2)2
;
f3(u) =
1
u+ 2
s
(2 p3)u2 + 8(p3  2)u+ 11(p3  2)
u+ 2
; (8.62)
onde E;F e  s~ao func~oes elpticas de primeira, segunda e terceira especies, respec-
tivamente, cujos argumentos s~ao
(u) = arcsin
0@s3(2 +p3)
2 + u
1A;
1 = 7  4
p
3;
2 =
2
3

2 
p
3

: (8.63)
Se denirmos uma nova variavel v = 1=u, podemos expandir (8.61)
em uma serie da forma
c0v
 1=2 + c1v1=2 + c2v3=2 + c3v5=2 + ::: + cnvn 1=2 =
p
30 t+ k0; (8.64)
onde os cn s~ao constantes. Olhando essa express~ao, nota-se que quando v e pequeno,
podemos considerar apenas seus termos de ordem mais baixa. Isso corresponde a um
a grande, haja vista que v = 1=u = 0=a
3. Ent~ao, considerando-se um Universo
sucientemente velho (um a sucientemente grande), pode-se truncar a serie em
n = 1, de onde temos
2
p
0
 
v 1=2 + 5v1=2

=
p
30 t+ k0: (8.65)
Se agora retornamos a variavel original, conseguimos uma forma explcita para a3,
isto e,
a3 = a0 + a1t+ a2t
2 +
p
a3 + (a0 + a1t+ a2t2)2; (8.66)
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onde
a0 =
k20
8
  50; a1 =
p
30k0
4
; a2 =
30
8
; a3 =  25220: (8.67)
Colocando  = 0 nessa soluc~ao (Relatividade Geral), e assumindo
k0 = 0 por quest~ao de simplicidade, somente a constante a2 sobrevive e obtemos de
(8.66) a forma esperada para o fator de escala, a / t2=3, correspondendo a soluc~ao da
Relatividade Geral para um Universo homoge^neo e isotropico dominado por materia.
Se zermos k0 = 0 para o caso  6= 0, a evoluc~ao temporal do fator
de escala passa a ser
a =

3
4
0t
2   50
1=3
; (8.68)
que, a partir de (8.58), permite-nos calcular a evoluc~ao temporal da densidade de
energia efetiva, cuja forma e
E =
4
3t2   80: (8.69)
Esse resultado imp~oe um valor a constante , pois para que a densidade de energia
seja positiva, E > 0, devemos ter
 <
3t20
80
; (8.70)
onde t0 e um instante inicial a partir do qual vale a nossa aproximac~ao.
Convem notar aqui que o fator de escala (8.68) apresenta uma
evoluc~ao temporal sensivelmente diferente daquele da Cosmologia Padr~ao para um
Universo dominado por materia. A diferenca esta apenas na constante  50, a
qual depende da densidade de energia inicial da materia e da constante do acopla-
mento n~ao mnimo da materia a gravidade. Consequentemente, a evoluc~ao temporal
da densidade de energia efetiva apresenta uma taxa de decaimento diferente daquela
da densidade de energia da materia conforme a Cosmologia Padr~ao. Essa diferenca
depende do valor de , como pode ser diretamente inferido de (8.69).
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8.3 Correc~oes de primeira ordem em f1(R) e f2(R)
Queremos investigar nesta sec~ao as conseque^ncias de correc~oes no
setor gravitacional em presenca de materia. Com esse intuito, levaremos a cabo as
correc~oes f1 = R + R
2 e f2 = 1 + R, onde  e  s~ao constantes. Como na sec~ao
anterior, tomaremos para o setor da materia Lm = . Antes de realizar os calculos
necessarios, lembremos que nossas equac~oes de campo basicas para o caso geral s~ao
(f 01 + 2Lmf 02)R  
1
2
gf1   ~4 (f 01 + 2Lmf 02) = f2T ;
T  =  
@ (f
0
1 + 2Lmf 02)
2(f 01 + 2Lmf 02)
(

    ); (8.71)
as quais recaem na teoria f(R) com torc~ao no vacuo se o campo de materia for nulo
ou desprezvel, Lm = 0, { ver (8.41).
A partir das referidas correc~oes e considerac~oes, as equac~oes de
campo acima podem ser escritas como
(1 + 2R + 2)R   1
2
g(R + R
2)  2 ~4 (R + ) = (1 + R)T ;
T  =  
@ (R + )
1 + 2R + 2
(

    ): (8.72)
A m de analisarmos o comportamento efetivo das correc~oes geome-
tricas no setor gravitacional em presenca de materia, da mesma forma como zemos
para o caso de correc~ao apenas na setor da materia, reescrevemos a equac~ao (8:72)1
na seguinte forma
~R   1
2
g ~R =T + RT  

2(R + )R   
2
gR
2 +R   1
2
gR

+
2
9
(1 + 2R + 2)
h
2(TT   gTT )  3( ~rT   g ~rT )
i
;
(8.73)
onde o traco de (8:72)2 foi substitudo no termo com ~ . Assim, como o lado
esquerdo de (8.73) e a estrutura geometrica do espaco-tempo da Relatividade Geral,
e natural denirmos um tensor energia-momento de origem geometrica com sua
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forma dada por
T G =RT  

2(R + )R   
2
gR
2 +R   1
2
gR

+
2
9
(1 + 2R + 2)
h
2(TT   gTT )  3( ~rT   g ~rT )
i
; (8.74)
Essa denic~ao nos permite escrever (8.73) na forma das equac~oes de
Einstein, a saber,
~R   1
2
g ~R = T E ; (8.75)
com T E = T + T G , isto e, uma "fonte efetiva"de campo gravitacional que resulta
da materia observavel (poeira n~ao relativstica) e correc~oes geometricas a teoria de
gravidade padr~ao { termos de ordem mais alta na curvatura e torc~ao, nos setores
gravitacional e da materia.
Considerando agora um campo de materia homoge^neo e sem press~ao,
sob a aplicac~ao da metrica de Friedmann-Robertson-Walker plana, da componente
00 do tensor (8.75), temos
3H2 = + G; (8.76)
com
G =R 

2(R + )R00   
2
R2 +R00   R
2

+ 2T0H(1 + 2R + 2): (8.77)
Como anteriormente, a equac~ao (8.76) pode ser comparada a equac~ao
de Friedmann usual. Essa equac~ao nos permite vericar como a correc~ao geometrica
a Relatividade Geral gera uma densidade de energia efetiva de origem geometrica
que poderia dar conta da dina^mica das componentes escuras. Os resultados encon-
trados anteriormente mostraram que a correc~ao linear no acoplamento n~ao mnimo
com a materia produziam um Universo desacelerado, o que signica que a densidade
de energia efetiva era do tipo materia padr~ao, a qual e gravitacionalmente atrativa.
A princpio, uma correc~ao no setor gravitacional poderia gerar uma densidade de
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energia efetiva que leva uma componente do tipo energia escura, produzindo uma
press~ao efetiva negativa e acelerando a expans~ao do Universo. Isso e o que investi-
garemos a seguir.
Das componentes espaciais (qualquer uma delas) de (8.75),
obtem-se a equac~ao da acelerac~ao na sua forma familiar
2 _H + 3H2 =  pG; (8.78)
onde pG e uma press~ao efetiva de origem geometrica, que resulta das componentes
espaciais do tensor energia-momento (8.74). Sua forma e dada por
pG = 

2(R + )
R11
a2
+

2
R2 +
R11
a2
+
R
2

+
2
9
(1 + 2R + 2)(2T 20   6HT0   3 _T0); (8.79)
sendo que aqui a calculamos a partir das componentes 11 de (8.74), por con-
venie^ncia. Observe que estamos considerando materia comum sem press~ao, tal que
T11 = T22 = T33 = 0 em (8.74) e (8.75). De (8.79), inferimos que a press~ao efetiva e
uma func~ao complicada, a qual poderia apresentar um valor negativo suciente para
acelerar a expans~ao cosmologica, dependendo da evoluc~ao temporal das quantidades
geometricas.
Para determinarmos a evoluc~ao temporal das quantidades acima,
devemos resolver um sistema de duas equac~oes diferenciais acopladas: as equac~oes
(8.76) ou (8.78) acopladas a equac~ao (8:72)2 { aplicada a uma metrica plana de
Friedmann-Robertson-Walker. Essa e uma tarefa realmente difcil, pois encontrar
soluc~oes analticas para esse sistema, se elas existirem, e bastante complicado em
virtude de suas n~ao linearidades. No caso mais simples da sec~ao anterior, encontra-
mos uma soluc~ao explcita somente em forma aproximada. Em vista disso, a seguir
escreveremos um sistema de equac~oes adequado a procura de uma soluc~ao numerica.
Substituindo a equac~ao (8.76) na equac~ao (8.78) e aplicando as consi-
derac~oes de homogeneidade e isotropia ao traco de (8:72)2, tem-se o seguinte sistema
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de equac~oes diferenciais em func~ao do redshift para se resolver
2(1 + z) ~H ~H 0   (~+ ~G + ~pG) = 0;
~T0

1 + 2~
R
E0
+ 2~~

  3
2
(1 + z) ~H
d
dz

1 + 2~
R
E0
+ 2~~

= 0; (8.80)
onde a linha denota derivada com respeito ao redshift z, E0 corresponde a densidade
crtica avaliada em z = 0 e o til representa as seguintes quantidades adimensionais
~ = E0 ;
~ = E0 ; ~H =
Hp
E0
; ~T0 =
T0p
E0
;
~ =

E0
; ~G =
G
E0
; ~pG =
pG
E0
: (8.81)
As equac~oes acima foram escritas em func~ao do redshift pela substituic~ao das deriva-
das temporais por derivadas no redshift, da mesma forma como foi feito no Captulo
7, atraves das relac~oes
z =
1
a
  1; d
dt
=  H(1 + z) d
dz
: (8.82)
As densidades de energia e press~ao adimensionais em (8.80) s~ao
dadas por
~ = 
0(1 + z)
3; (8.83)
~G =~~
R
E0
 
"
2

~
R
E0
+ ~~

R00
E0
  ~
2

R
E0
2
+
R00
E0
  1
E0
R
2
#
+ 2 ~T0 ~H

1 + 2~
R
E0
+ 2~~

; (8.84)
~pG = 
"
2

~
R
E0
+ ~~

1
E0
R11
a2
+
~
2

R
E0
2
+
1
E0
R11
a2
+
1
E0
R
2
#
+
2
9

1 + 2~
R
E0
+ 2~~

2 ~T 20   6 ~H ~T0 + 3(1 + z) ~H ~T 00

; (8.85)
sendo as correspondentes quantidades geometricas determinadas nas seguintes for-
mas
R
E0
= 6[(1 + z) ~H 0   2 ~H] ~H + R
E0
; (8.86)
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R
E0
= 6 ~H ~T0   2(1 + z) ~H ~T 00  
2
3
~T 20 ; (8.87)
R00
E0
= 3[(1 + z) ~H 0   ~H] ~H + R00
E0
; (8.88)
R00
E0
= ~H ~T0   (1 + z) ~H ~T 00; (8.89)
1
E0
R11
a2
= [3 ~H   (1 + z) ~H 0] ~H + 1
E0
R11
a2
; (8.90)
1
E0
R11
a2
=
1
3

2
3
~T 20   5 ~H ~T0 + (1 + z) ~H ~T 00

: (8.91)
Resolver o sistema (8.80) numericamente tambem se mostra uma tarefa
bastante difcil, em virtude do formato das duas equac~oes acopladas. Ate o momento
n~ao foi encontrado um metodo para resolve^-lo. Apesar de as formas explcitas das
densidades de energia e press~ao efetivas indicarem a possibilidade de descric~ao da
energia e da materia escuras como um efeito geometrico, so saberemos se o modelo
permite uma press~ao efetiva negativa suciente para uma expans~ao acelerada apos
encontrarmos uma maneira de resolver esse sistema.
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Captulo 9
Perturbac~oes cosmologicas para
inac~ao taquio^nica do tipo lei de
pote^ncia
Um dos pontos centrais da Cosmologia atual, no que concerne ao
Universo primordial, e a explicac~ao da origem das inomogeneidades da radiac~ao
cosmica de fundo. A importa^ncia dessas inomogeneidades reside no fato de que es-
sas s~ao as "sementes"da formac~ao de estruturas em larga escala, isto e, de galaxias
e aglomerados de galaxias que s~ao observados hoje. Em linguagem matematica, se
uma teoria e capaz de descrever corretamente a origem das perturbac~oes primordiais
(inomogeneidades) do espaco-tempo, esta tambem podera descrever toda a evoluc~ao
destas ate a formac~ao das estruturas, prevendo o espectro das respectivas utuac~oes
de forma n~ao ad hoc. Inicialmente, postulou-se essas perturbac~oes primordiais e, por
meio de ajustes, os respectivos espectros eram determinados em conformidade com
as observac~oes. Com o advento da teoria do Universo inacionario, a explicac~ao
para a origem das perturbac~oes veio a tona e a previs~ao correta do espectro das
utuac~oes foi possvel.
Conforme a teoria inacionaria, as perturbac~oes primordiais s~ao ge-
radas por utuac~oes qua^nticas da energia de vacuo, cujas amplitudes s~ao signica-
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tivas somente na escala de Planck. A medida que o Universo ina, as perturbac~oes
se propagam ate a escala de galaxias e suas amplitudes permanecem praticamente
inalteradas. Dessa forma, as estruturas em larga escala est~ao diretamente ligadas
a natureza das perturbac~oes primordiais em escala microscopica, cujo padr~ao de
inomogeneidade e muito similar ao da radiac~ao cosmica de fundo, conforme mos-
tram as observac~oes relativamente recentes. Essa propriedade de quasi invaria^ncia
das amplitudes das perturbac~oes implica num espectro de utuac~oes praticamente
independente de escala, o qual e chamado de espectro plano (ou aproximadamente
plano). Uma teoria inacionaria satisfatoria deve ser capaz de prever um espectro
de utuac~oes primordiais que apresenta essa propriedade.
Usualmente considera-se a inac~ao como uma expans~ao acelerada
do tipo de Sitter { o fator de escala cresce exponencialmente com o tempo {, cuja
dina^mica e descrita por um campo escalar cano^nico. Nesse cenario, a teoria de
perturbac~oes e aplicada e a previs~ao do espectro das utuac~oes concorda com as
observac~oes. Neste trabalho, determinaremos o espectro das utuac~oes para uma
teoria inacionaria do tipo lei de pote^ncia { o fator de escala cresce como uma
pote^ncia do tempo {, com um campo escalar n~ao cano^nico, do tipo taquion, descre-
vendo a sua dina^mica. Nosso intuito e investigar se esse tipo de modelo inacionario
e capaz de fazer previs~oes plausveis com respeito as perturbac~oes primordiais.
O tratamento matematico desenvolvido neste captulo baseia-se prin-
cipalmente na teoria de perturbac~oes cosmologicas desenvolvida nas refere^ncias clas-
sicas [106, 107]. Discuss~oes detalhadas e desenvolvimentos matematicos mais moder-
nos sobre perturbac~oes cosmologicas podem ser encontrados em [108, 109]. Primeira-
mente derivaremos as equac~oes das perturbac~oes cosmologicas para o nosso modelo
num contexto classico (sem considerac~oes qua^nticas). Apos obter as soluc~oes dos
campos de perturbac~ao classicos, faremos um tratamento qua^ntico a m de deter-
minarmos as condic~oes iniciais para os campos, tal que n~ao violemos as condic~oes de
densidade de energia mnima, isto e, as utuac~oes de energia do vacuo. Apos esse
tratamento, calcularemos nalmente o espectro das perturbac~oes.
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9.1 Equac~oes de campo perturbadas
Consideremos a seguinte ac~ao que descreve um campo taquio^nico
minimamente acoplado ao campo gravitacional
S =
Z
d4x
p g

R
2
+ V (')
p
1  g@'@'

: (9.1)
A variac~ao de (9.1) com respeito a g nos leva as equac~oes de
Einstein, que na forma tensorial mista pode ser escrita como
R  
1
2
R = T

 ; (9.2)
sendo a denic~ao do tensor de Ricci a mesma do captulo anterior e o tensor energia-
momento dado por
T  = V
 
g@'@'p
1  g@'@'
+ 
q
1  g@'@'
!
: (9.3)
A seguir, aplicaremos as equac~oes acima ao estudo de perturbac~oes em primeira
ordem num espaco-tempo plano, homoge^neo e isotropico.
Pequenas perturbac~oes no elemento de linha da metrica plana de
Friedmann-Robertson-Walker, ate termos de perturbac~ao em primeira ordem, s~ao
representadas na seguinte forma [106, 107]
ds2 = a2()f(1 + 2)d2   2(@iB)ddxi   [(1  2 )ij + 2@i@jC]dxidxjg; (9.4)
onde  e o tempo conforme denido por d = dt=a e ,  , B, e C s~ao perturbac~oes
escalares das componentes da metrica.
Para os calculos a seguir, e conveniente escrevermos explicitamente
as componentes do tensor metrico perturbadas ate primeira ordem, as quais s~ao
g00 = g(0)
00 + g00 = a 2(1  2); (9.5)
g0i = g(0)
0i + g0i =  a 2@iB; (9.6)
gij = g(0)
ij + gij =  a 2[(1 + 2 )ij   2@i@jC]: (9.7)
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Consideramos agora a perturbac~ao do campo taquio^nico, cuja forma
e escrita como
'(x; t) = '0(t) + '(x; t); (9.8)
onde '(x; t) e muito menor do que '0(t), a m de preservarmos a consiste^ncia com
as pequenas perturbac~oes introduzidas na metrica.
Aplicando-se (9.5), (9.6), (9.7) e (9.8) em (9.3), e levando-se em
conta os termos ate primeira ordem nas perturbac~oes, o tensor energia-momento
pode ser escrito na forma
T  = T(0)


+ T  ; (9.9)
com as componentes do tensor n~ao perturbado dadas por
T(0)
0
0
=
V ('0)p
1  a 2'002
= ; T(0)
0
i
= 0;
T(0)
i
j
= ijV ('0)
q
1  a 2'002 =  pij: (9.10)
As componentes da parte perturbada s~ao dadas na forma
T 00 =
a 2V ('0)( '002+ '00'0) + (1  a 2'002)@'V '
1  a 2'002
3=2 ; (9.11)
T 0i =
a 2V ('0)'00(@i')p
1  a 2'002
; (9.12)
T ij =
a 2V ('0)('00
2  '00'0) + (1  a 2'002)@'V 'p
1  a 2'002
ij; (9.13)
onde a linha denota derivada com respeito ao tempo conforme.
Utilizando-se dos resultados acima, as equac~oes de movi-
mento para pequenas perturbac~oes na metrica s~ao determinadas, a saber,
G = T

 ; (9.14)
cujas componentes para o elemento de linha (9.4) fornecem
r2[  H(B   C 0)]  3H(H+  0) = a
2
2
T 00 ; (9.15)
@i(H+  0) = a
2
2
T 0i ; (9.16)h
(2H0 +H2)+H0 + 2H 0 +  00 + 1
2
r2D
i
ij  
1
2
ik@k@jD =  a
2
2
T ij ; (9.17)
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onde D = (   ) + 2H(B   C 0) + (B   C 0)0 e H = a0
a
.
A vers~ao do tensor energia-momento para perturbac~oes in-
variantes de gauge e determinada por
T00 = T
0
0 + (T(0)
0
0
)0(B   C 0); Tij = T ij + (T(0)ij)0(B   C 0);
T0i = T
0
i +

T(0)
0
0
  1
3
T(0)
k
k

@i(B   C 0); (9.18)
com as variaveis invariantes de gauge denidas como [106, 107]
 = +
1
a
[(B   C 0)a]0; 	 =   H(B   C 0); ' = '+ '00(B   C 0): (9.19)
Pela aplicac~ao das relac~oes (9.18) e (9.19) a (9.11)-(9.13), as com-
ponentes invariantes de gauge da parte perturbada do tensor energia-momento s~ao
T00 =
a 2V ('0)( '002 + '00'0) + (1  a 2'002)@'V '
1  a 2'002
3=2 ; (9.20)
T0i =
a 2V ('0)'00(@i')p
1  a 2'002
; (9.21)
Tij =
a 2V ('0)('00
2  '00'0) + (1  a 2'002)@'V 'p
1  a 2'002
ij: (9.22)
Por sua vez, as equac~oes de movimento para as perturbac~oes inva-
riantes de gauge obedecem
G = T

 ; (9.23)
sendo que as perturbac~oes invariantes de gauge da parte geometrica cam determi-
nadas na forma
G00 = G
0
0 + (G(0)
0
0
)0(B   C 0); Gij = Gij + (G(0)ij)0(B   C 0);
G0i = G
0
i +

G(0)
0
0
  1
3
G(0)
k
k

@i(B   C 0): (9.24)
Usando (9.24) e os G obtidos para (9.15)-(9.17), podemos escrever
(9.23) em termos das variaveis invariantes de gauge, obtendo-se
r2	  3H(H +	0) = a
2
2
T00; (9.25)
@i(H +	0) = a
2
2
T0i ; (9.26)h
(2H0 +H2) +H0 + 2H	0 +	00 + 1
2
r2D
i
ij  
1
2
ik@k@jD =  a
2
2
Tij; (9.27)
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com D =  	.
Uma vez que Tij / ij, a equac~ao (9.27) implica que  = 	,
e pelo emprego das equac~oes (9.20)-(9.22), obtem-se a forma nal das equac~oes
invariantes de gauge para as perturbac~oes, a saber
r2  3H0   3H2 = V ('0)( '0
02 + '00'0) + a2(1  a 2'002)@'V '
2

1  a 2'002
3=2 ; (9.28)
0 +H = V ('0)'0
0'
2
p
1  a 2'002
; (9.29)
00 + 3H0 + (2H0 +H2) = V ('0)( '0
02 + '00'0)  a2(1  a 2'002)@'V '
2
p
1  a 2'002
:
(9.30)
O conjunto de equac~oes diferenciais acima descreve a dina^mica dos
campos de perturbac~ao  e ', os quais podem ser determinados a partir do co-
nhecimento dos correspondentes campos n~ao perturbados. No que se segue, a nossa
tarefa sera determinar os campos de perturbac~ao a partir desse sistema de equac~oes
diferenciais para posteriormente calcularmos os respectivos espectros.
9.2 Soluc~ao do sistema n~ao perturbado
Como temos que conhecer os campos n~ao perturbados para a deter-
minac~ao dos campos de perturbac~ao, devemos primeiramente resolver as equac~oes
de campo n~ao perturbadas. Fazemos isso pelo procedimento padr~ao de resoluc~ao das
equac~oes de Einstein (9.2) para um Universo homoge^neo e isotropico plano. Assim,
temos a equac~ao de Friedmann para a densidade de energia do campo taquio^nico,
de onde obtemos o fator de escala. Adicionalmente, da variac~ao da ac~ao (9.1) com
respeito a ', tem-se a equac~ao de Klein-Gordon para ', a qual e aplicada para uma
metrica plana de Friedmann-Robertson-Walker, fornecendo a evoluc~ao temporal do
campo taquio^nico.
Procedendo conforme o que foi exposto acima, as equac~oes de campo
n~ao perturbadas { equac~oes de Friedmann e de Klein-Gordon { para o presente mo-
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delo s~ao, respectivamente,
H2 =
V
3
p
1  _'20
;
'0
1  _'20
+ 3H _'0 +
@'0V
V
= 0; (9.31)
onde o ponto denota o tempo fsico e H = _a=a, como usualmente.
Se considerarmos um potencial do tipo inverso do quadrado, isto e,
V =

'20
; (9.32)
as equac~oes de campo (9.31) fornecem o seguinte sistema de equac~oes diferenciais
acopladas
H2 =

3'20
p
1  _'20
;
'0
1  _'20
+ 3H _'0   2
'0
= 0: (9.33)
O sistema acima pode ser satisfeito pela simples soluc~ao
a(t) = a0(t+ c1)
n; '0(t) =
r
2
3n
(t+ c1); (9.34)
com
n =
1
6

2 +
p
4 + 92

; (9.35)
onde a0 e c1 s~ao constantes.
De (9:34)1, vemos que quando n > 1, temos que a > 0, o que
signica, pela observac~ao de (9.35), que uma inac~ao do tipo lei de pote^ncia ocorre
se  > 2=
p
3. O resultado (9:34)2 nos diz que a evoluc~ao de '0 e linear no tempo, o
que leva o potencial (9.32) a apresentar as seguintes propriedades assintoticas
V (t! 0) = 3n
2c21
; V (t!1) = 0: (9.36)
Tomando-se um n sucientemente grande, o que descreve um Uni-
verso com uma expans~ao altamente acelerada, tem-se que  e grande e _'20 = 2=3n
1. Consequentemente, a partir de (9.10) pode-se escrever
 ' 3n
2(t+ c1)2
; p '   3n
2(t+ c1)2
; (9.37)
o que implica numa equac~ao de estado do tipo constante cosmologica para cada
instante, isto e, p(t) '  (t).
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Se tentarmos resolver a equac~ao (9.33) usando o tempo conforme no
lugar do tempo fsico, n~ao conseguiremos integra-la analiticamente. Assim e mais
conveniente tentar resolver o sistema perturbado (9.28)-(9.30) usando-se o tempo
fsico a m de se aplicar a soluc~ao analtica encontrada acima para as equac~oes de
movimento n~ao perturbadas.
9.3 Soluc~ao do sistema perturbado
Agora escrevemos o sistema (9.28)-(9.30) em termos do tempo fsico
no lugar do tempo conforme e expressamos  como uma func~ao do fator de escala,
(x; t) ! (x; a). Em seguida subtramos a equac~ao (9.28) da equac~ao (9.30) e
empregamos (9.29) para expressar ' em termos de  e d=da. Finalmente, pelo uso
da equac~ao (9:31)2 para eliminar o termo (@'V (')j'='0)=V ('0) = @'0V ('0)=V ('0),
obtem-se a seguinte equac~ao diferencial para o potencial de perturbac~ao
d2
da2
+
1
a
 
_H
H2
+ 5
!
d
da
+
1
a2
 
2
_H
H2
+ 3
!
  1
a4
(1  _'20)


1
H2
r2 + a2

3 +
2'0
H _'0 (1  _'20)

a
d
da
+ 

= 0: (9.38)
Vamos resolver essa equac~ao diferencial utilizando-se da soluc~ao n~ao
perturbada obtida na sec~ao anterior. Primeiramente, de (9:34)1 calcula-se H
2 e _H,
resultando nas respectivas relac~oes
H2 =
n2
(t+ c1)2
= n2

a
a0
  2
n
;
_H
H2
=
  n
(t+c1)2
n2
(t+c1)2
=   1
n
; (9.39)
e de (9:34)2, temos _'
2
0 = 2=3n e '0 = 0. Pela substituic~ao desses resultados em
(9.38), obtem-se uma equac~ao diferencial da seguinte forma
d2
da2
+

2n+ 1
n

1
a
d
da
  1
a
2=n
0

3n  2
3n3

1
a
2
n
(2n 1)r
2 = 0: (9.40)
Podemos assumir que  e separavel em suas partes temporal (em
termos de a) e espacial como um produto de duas func~oes na forma (a)(x).
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Fazendo assim, a equac~ao (9.40) e satisfeita se
a2
d2
da2
(a) + (2p+ 1)a
d
da
(a) + 2a2r(a) = 0; (9.41)
r2+ k2 = 0; (9.42)
onde k e uma constante e
p =
n+ 1
2n
; 2 =
k2
a
2=n
0
3n  2
3n3
; r =  n  1
n
: (9.43)
A soluc~ao de (9.42) e a bem conhecida parte espacial da soluc~ao de
onda plana (x) = eik.x, e a equac~ao (9.41) e uma das formas da equac~ao diferencial
de Bessel, cuja soluc~ao geral, para esse caso, e
k(a) = a
 p [AkJq (kar) +BkYq (kar)] ; (9.44)
valida para q inteiro. Para valores de q n~ao inteiros, temos
k(a) = a
 p [AkJq (kar) +BkJ q (kar)] : (9.45)
Nas soluc~oes acima, denimos
q =
n+ 1
2(n  1) ;  =
1
a
1=n
0 (n  1)
r
3n  2
3n
; (9.46)
sendo Ak e Bk constantes e Jq e Yq as func~oes de Bessel de primeira e segunda
especies, respectivamente.
Investigaremos primeiramente a soluc~ao para q inteiro. Fazendo-se
Bk = iAk em (9.44), temos
k(a) = Aka
 p [Jq (kar) + iYq (kar)]
= Aka
 pH(1)q (ka
r) ; (9.47)
onde H
(1)
q denota a func~ao de Hankel de primeira especie.
As formas assintoticas das func~oes de Bessel para  n~ao negativo e
com um argumento pequeno, 0 < z  p1 +  e  6= 0, s~ao
J(z) ' 1
 ( + 1)
z
2

; Y(z) '   1 ()

2
z

; (9.48)
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onde os  () s~ao func~oes gama, e para um argumento grande, z  j2   1=4j, s~ao
J(z) '
r
2
z
cos

z   
2

1
2
+ 

; Y(z) '
r
2
z
sin

z   
2

1
2
+ 

:
(9.49)
Por sua vez, utilizando essas formas assintoticas na soluc~ao acima
para q inteiro, na aproximac~ao de perturbac~oes para comprimentos de onda curtos,
os quais satisfazem kar  1, obtemos
 = k '
r
2
k
Ake
 i

a 
1
n eika
r
eik.x
' Cka  1n eik(ar ari )eik.x; (9.50)
onde denimos
Ck =
r
2
k
e ieika
r
iAk; (9.51)
sendo que ari = a
r(ti) ou a
r
i = a
r(i), onde ti e i referem-se a instantes iniciais, e
 =

2

1
2
+ q

=
n
2(n  1) : (9.52)
A convenie^ncia dessa denic~ao para as constantes cara evidente nos tratamentos
posteriores.
Agora, pelo emprego do resultado (9.50) e das soluc~oes n~ao pertur-
badas, podemos calcular diretamente de (9.29) o campo de gauge ' para o caso de
comprimentos de onda curtos, de onde obtemos
' = 'k ' kCkareik(a
r ari )eik.x; (9.53)
com
k =   4ik(3n  2)
3
p
6n3=2a
2=n
0
: (9.54)
Para perturbac~oes na aproximac~ao de comprimentos de onda longos,
quando kar  1, tem-se a partir das formas assintoticas para as func~oes de Bessel
 ' k ' C1k + C2ka 2p; (9.55)
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onde redenimos as constantes como
C1k =  iAk  (q) 1

k
2
 q
; C2k =
Ak
  (1 + q)

k
2
q
: (9.56)
Analogamente ao caso anterior, calculamos o campo de gauge '
para perturbac~oes com comprimentos de onda longos
' ' 'k ' 0C1ka
1
n ; (9.57)
onde
0 =
4
3a
1=n
0
r
3n  2
2
: (9.58)
Haja vista que as soluc~oes dos campos de perturbac~ao para os casos
limites acima s~ao validas para q inteiro, estas descrevem perturbac~oes para uma
inac~ao do tipo lei de pote^ncia com os valores do expoente n dados por
n =
2q + 1
2q   1 ; com q = 1; 2; 3; :::; (9.59)
sendo n = 3 o maximo valor possvel para o expoente. Quando q  1, tem-se que
n ! 1, signicando que nesse caso n tende ao limite do valor mnimo do expoente
para que haja uma expans~ao acelerada. O ndice q = 0 deve ser excludo porque
este da n =  1, o que descreve um Universo em colapso.
9.4 Determinac~ao do espectro das utuac~oes
Ate agora determinamos a evoluc~ao espaco-temporal das perturbac~oes,
mas ainda existe um ponto crucial a ser tratado. No incio do Universo n~ao havia
materia, mas apenas vacuo num estado meta estavel { o chamado falso vacuo {,
o qual decaiu pra um estado de energia mais baixa, sendo que a energia excedente
desse decaimento gerou as partculas e antipartculas de materia. Ent~ao, nossas
soluc~oes devem satisfazer a condic~ao de densidade de energia mnima no instante
inicial, a qual corresponde as utuac~oes de energia do vacuo.
As utuac~oes mnimas de densidade de energia devem ser satisfeitas
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nas condic~oes iniciais dos nossos campos de perturbac~ao. Para isso, devemos par-
tir para um tratamento qua^ntico, tal que as condic~oes iniciais sejam determinadas
em conformidade com o princpio da incerteza, garantindo as utuac~oes mnimas
de energia do espaco "vazio". Sendo assim, as constantes de integrac~ao devem ter
seus valores determinados de tal forma que as condic~oes iniciais dos campos de per-
turbac~ao satisfacam as propriedades fsicas do Universo primordial imediatamente
apos o Big Bang. A seguir vamos discorrer sobre as ideias principais da teoria geral
para perturbac~oes cosmologicas qua^nticas.
9.4.1 Quantizac~ao das perturbac~oes
Consideremos a ac~ao de um campo escalar ' qualquer, cano^nico ou
n~ao cano^nico, num Universo plano, dada na forma de uma integral quadridimensi-
onal da sua press~ao hidrodina^mica
S =
Z
d4x
p gp(X;'); (9.60)
onde
X =
1
2
g@'@': (9.61)
Na nossa analise, p(X;') sera a press~ao do campo de taquions, cuja forma nos da a
ac~ao (9.1).
A ac~ao acima representa um uido hidrodina^mico ideal, sendo o seu
tensor energia-momento da forma
T  = (+ p)u
u   p : (9.62)
Nesse caso, a densidade de energia do campo escalar pode ser dada por
 = 2X
@p
@X
  p; (9.63)
cuja grandeza "velocidade do som"associada e denida por
c2s =
@Xp
@X
=
+ p
2X@X
: (9.64)
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Agora introduzimos um novo conjunto de variaveis [107, 109], dadas
a partir das variaveis dos campos n~ao perturbados e dos campos de perturbac~ao,
invariantes de gauge e em func~ao do tempo conforme, a saber,
u =
2p
+ p
; v =
r
@
@X
a

'+
'00
H

: (9.65)
Essas s~ao as chamadas variaveis de Mukhanov-Sasaki. As correspondentes equac~oes
diferenciais para as perturbac~oes tomam as seguintes formas
csr2u = v0   z
0
z
v; csv = u
0   
0

u; (9.66)
onde
z =
a2
p
+ p
csH ;  =
1
csz
: (9.67)
Se aplicadas ao nosso modelo taquio^nico, essas equac~oes reproduzem um sistema
equivalente ao sistema (9.28)-(9.30).
Pode-se construir a seguinte ac~ao em termos das variaveis v e z [107]
S =
Z
Ldd3x = 1
2
Z 
v02 + c2svr2v +
z00
z
v2

dd3x; (9.68)
cuja variac~ao com respeito a v produz a equac~ao
v00   c2sr2v  
z00
z
v = 0: (9.69)
Essa equac~ao e dinamicamente equivalente ao sistema (9.66), o que signica que
essa ac~ao gera equac~oes de perturbac~ao equivalentes aquelas das variaveis originais.
Tendo em vista o resultado acima, denimos o momento  canoni-
camente conjugado a v
 =
@L
@v0
= v0: (9.70)
Seguindo o programa basico de quantizac~ao, as variaveis  e v se tornam os opera-
dores b e bv, os quais obedecem as tradicionais relac~oes de comutac~ao
[bv(;x); bv(;y)] = [b(;x); b(;y)] = 0;
[bv(;x); b(;y)] = [bv(;x); bv0(;y)] = i(x  y); (9.71)
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onde ~ n~ao esta visvel porque estamos utilizando as unidades naturais (~=1).
A partir dessas denic~oes, o operador bv deve satisfazer uma equac~ao
diferencial que tem a mesma forma daquela que a variavel classica v obedece, isto e,
bv00   c2sr2bv   z00z bv = 0; (9.72)
a qual tem a soluc~ao geral [107, 108]
bv(;x) = 1p
2
Z
[vk()e
 ik.xba k + vk()eik.xba+k ] d3k(2)3=2 ; (9.73)
onde ba k e ba+k s~ao constantes de integrac~ao (na forma de operadores independentes
do tempo) e as func~oes temporais vk() satisfazem
v00k + !
2
kvk = 0; com !
2
k = !
2
k() = c
2
sk
2   z
00
z
: (9.74)
Imp~oe-se que as constantes de integrac~ao ba k e ba+k obedecam as
relac~oes de comutac~ao boso^nicas
[ba k ; ba k0 ] = [ba+k ; ba+k0 ] = 0; [ba k ; ba+k0 ] = (k  k0); (9.75)
sendo o estado de vacuo j0i denido como o estado aniquilado pelos operadores ba k
ba k j0i = 0: (9.76)
Assume-se que o conjunto completo de estados linearmente independentes e obtido
pela ac~ao de produtos dos operadores de criac~ao no estado de vacuo j0i. Alem do
mais, os vk devem satisfazer a seguinte condic~ao de normalizac~ao
v0kv

k   vkv
0
k = 2i; (9.77)
garantindo que a soluc~ao (9.73) seja consistente com as relac~oes de comutac~ao (9.71).
O lado esquerdo dessa express~ao nada mais e que o wronskiano das duas soluc~oes
linearmente independentes de (9.74), vk e v

k, o qual, portanto, e independente do
tempo.
As equac~oes (9.74) descrevem um oscilador harmo^nico com energia
Ek =
1
2
 jv0kj2 + !2kjvkj2 : (9.78)
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A partir dessa express~ao para a energia e da condic~ao de normalizac~ao (9.77),
mostra-se que as utuac~oes mnimas de energia ocorrem quando as condic~oes iniciais
para vk e v
0
k satisfazem
vk(i) =
1p
!k
eik(i); v0k(i) = i
p
!ke
ik(i); (9.79)
onde k e apenas um fator de fase indeterminado que pode ser igualado a zero.
Com esse tratamento qua^ntico, garantimos as mnimas utuac~oes de energia em
conformidade com o princpio da incerteza. Tais condic~oes iniciais s~ao validas para
!2k > 0 (tal restric~ao assegura um mnimo de energia bem denido).
Com o mesmo procedimento desenvolvido acima para a variavel vk,
mostra-se que o operador correspondente a variavel uk tem a forma
bu(;x) = 1p
2
Z
[vk()e
 ik.xba k + vk()eik.xba+k ] d3k(2)3=2 ; (9.80)
que a partir da denic~ao (9:65)1 para a variavel uk nos fornece o operador corres-
pondente ao potencial gravitacional de perturbac~ao
b(;x) = p+ p
2
bu(;x)
=
1
2
r
+ p
2
Z
[vk()e
 ik.xba k + vk()eik.xba+k ] d3k(2)3=2 : (9.81)
Desse resultado, a func~ao de correlac~ao num instante  > i para o
estado de vacuo inicial pode ser calculada, fornecendo
h0jb(;x)b(;y)j0i = Z + p
162
jukj2k3 sin (kr)
kr
dk
k
; (9.82)
a partir do que se dene a quantidade
2(k; ) =
+ p
162
jukj2k3 = jkj
2k3
42
; (9.83)
que e o chamado espectro de pote^ncia das utuac~oes do campo de perturbac~ao 
[107]. Tal quantidade fornece o quadrado da amplitude das utuac~oes do potencial
gravitacional de perturbac~ao.
A seguir determinaremos as constantes de integrac~ao da soluc~ao
obtida na sec~ao anterior tal que satisfacam as condic~oes inicias (9.79), para posteri-
ormente calcularmos o espectro das respectivas utuac~oes conforme (9.83).
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9.4.2 Calculo do espectro de pote^ncia
Primeiramente calcularemos as quantidades necessarias denidas na
subsec~ao anterior para o caso do campo taquio^nico, cuja soluc~ao n~ao perturbada
(9.34) sera usada. De (9.64), (9.65) e (9:67)1, obtemos
c2s =
3n  2
3n
; uk =
2p


a
a0
 1
n

3n  2
3n
 1
4
k;
vk =
1
n
p
a

3n  2
3n
  3
4
"
n
r
3n
2

a
a0
  1
n
'k + k
#
;
z =
1
n
p
a

3n  2
3n
  3
4
: (9.84)
Por sua vez, de (9:74)2, pela aplicac~ao de (9:84)1 e (9:84)4, determinamos que
!2k = c
2
sk
2   z
00
z
=
3n  2
3n
k2   n(2n  1)a2=n0 a
2
n
(n 1): (9.85)
Para comprimentos de onda curtos, kar  1, a express~ao acima
pode ser aproximada por
!k ' csk =
r
3n  2
3n
k; (9.86)
de onde tambem conclumos que !ki ' csk. Ent~ao, das condic~oes iniciais (9.79),
fazendo k = 0, escrevemos
vki =
1p
!k
' 1p
csk
; v0ki = i
p
!k ' i
p
csk: (9.87)
Da equac~ao (9:66)1, avaliada num instante inicial, para ka
r  1, podemos escrever
a seguinte aproximac~ao
 csk2uki = v0ki  
z0
z
vki ' v0ki; (9.88)
que procede em virtude de (9.87). Finalmente, colocando (9:87)2 nesse ultimo re-
sultado, determinamos de modo direto a condic~ao inicial para uk, a saber,
uki '   ip
cs
k 
3
2 =  i

3n  2
3n
  1
4
k 
3
2 : (9.89)
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Pela substituic~ao de (9.50) em (9:84)2, obtemos
uk ' 2
a
1=n
0
p


3n  2
3n
 1
4
Cke
ik(ar ari ): (9.90)
Avaliando essa func~ao no instante inicial, quando ar = ari , e comparando com (9.89),
determinamos imediatamente o valor adequado da constante de integrac~ao do po-
tencial de perturbac~ao
Ck =  ia
1=n
0
p

2

3n  2
3n
  1
2
k 
3
2 =  ia
1=n
0
p

2cs
k 
3
2 ; (9.91)
sendo que agora as utuac~oes do potencial de perturbac~ao avaliadas no incio do
Universo est~ao de acordo com as utuac~oes mnimas do vacuo.
A partir disso, temos que a forma da func~ao uk para perturbac~oes
com comprimentos de onda curtos e
uk '   i
k
3
2

3n  2
3n
  1
4
eik(a
r ari ): (9.92)
Substituindo esse resultado em (9.83), temos nalmente a forma do espectro de
pote^ncia correspondente
2(k; a) '

162

3n  2
3n
 1
a
a0
  2
n
=

162c2s

a
a0
  2
n
; (9.93)
o qual e independente de escala. Esse resultado esta de acordo com o que se espera a
partir das observac~oes, ou seja, o espectro deve ser aproximadamente independente
de escala.
Usando o resultado (9.91), determinamos Ak e as constantes da
soluc~ao (9.55). Uma vez que kar  1 para essa soluc~ao, podemos manter apenas o
seu primeiro termo, e de (9:84)2 calculamos o respectivo uk
uk '    (q)p
k1+q

3n  2
3n
  1
4


2
 1
2
 q
a
1
n ; (9.94)
que aplicado em (9.83) nos fornece
2(k; a) '
a
2=n
0  
2(q)k1 2q
163

3n  2
3n
 1

2
1 2q
' a
2=n
0  
2(q)k1 2q
163c2s


2
1 2q
; (9.95)
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e assim obtemos o espectro de pote^ncia do potencial gravitacional de perturbac~ao
para perturbac~oes com comprimentos de onda longos. Observemos que esse espectro
e dependente de escala para qualquer valor de q (lembre-se que esses resultados s~ao
validos para q = 1; 2; 3:::). Portanto, tal espectro de pote^ncia n~ao esta de acordo
com as observac~oes. A soluc~ao do potencial gravitacional de perturbac~ao para o
caso de q inteiro n~ao e viavel a descric~ao das perturbac~oes primordiais.
9.4.3 Espectro de pote^ncia para q n~ao inteiro
Para calcularmos o potencial gravitacional de perturbac~ao no caso de q n~ao inteiro,
soluc~ao (9.45), necessitamos das seguintes formas assintoticas da func~ao da Bessel,
onde  e n~ao negativo,
J (z) ' 1
 (1  )

2
z

; (9.96)
valida para um argumento pequeno, 0 < z  p1 +  e  6= 0, e
J (z) '
r
2
z
cos

z   
2

1
2
  

; (9.97)
valida para um argumento grande, z  j2   1=4j.
Assim, para comprimentos de onda curtos, kar  1, de (9.48) e das
formas assintoticas acima, fazendo-se Bk = iAk por convenie^ncia, temos
 ' Dka  1n [cos (kar   ) + i cos (kar    + q)] eik.x; (9.98)
com  dado por (9.52) e
Dk =
r
2
k
Ak: (9.99)
Usando esse resultado em (9.29), obtemos o campo de gauge ' correspondente
' ' ikDkar [cos (kar   ) + i cos (kar    + q)] eik.x; (9.100)
com k sendo dado por (9.54).
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Para comprimentos de onda longos, kar  1, de (9.49) e das for-
mas assintoticas acima, determinamos
 ' D1k +D2ka 2p; (9.101)
com
D1k =   iAk
 (1  q)

k
2
 q
; D2k =
Ak
 (1 + q)

k
2
q
: (9.102)
E, analogamente ao caso anterior, determinamos o respectivo campo de gauge '
' ' 0D1ka 1n ; (9.103)
onde 0 e dado por (9.58).
De (9.98), temos o uk para perturbac~oes com comprimentos de onda
curtos, a saber,
uk =
2kp
+ p
' 2
p
cs
a
1=n
0
p

Dk [cos (ka
r   ) + i cos (kar    + q)] : (9.104)
Por sua vez, comparando essa ultima express~ao com a condic~ao
inicial (9.89), determinamos que Dk deve ter a forma
Dk =  ia
1=n
0
p

2csk
3
2
[cos (kari   ) + i cos (kari    + q)] 1; (9.105)
Como conseque^ncia, o uk que satisfaz a condic~ao de mnima utuac~ao de energia e
uk '   ip
csk
3
2

cos (kar   ) + i cos (kar    + q)
cos (kari   ) + i cos (kari    + q)

: (9.106)
Aplicando esse ultimo resultado a (9.83), obtemos o espectro de
pote^ncia para perturbac~oes com comprimentos de onda curtos, a saber,
2(k; a) '

162c2s

cos2 (kar    + q) + cos2 (kar   )
cos2 (kari    + q) + cos2 (kari   )

a
a0
  2
n
: (9.107)
Desse resultado, podemos observar que quando q ! 1=2, o espectro tende a plano.
Por outro lado, de (9:46)1,
q =
n+ 1
2(n  1) ; (9.108)
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a partir do que podemos constatar que isso ocorre para um n sucientemente grande.
Ent~ao, satisfeita essa condic~ao para n, teremos um espectro aproximadamente plano
no limite de perturbac~oes com comprimentos de onda curtos.
A partir de (9.105) e (9.99), determinamos Ak e as constantes de
(9.101), e uma vez que na aproximac~ao de perturbac~oes com comprimentos de onda
longos tem-se kar  1, tambem podemos desprezar o segundo termo de (9.101).
Assim, temos que o uk correspondente e dado por
uk '   i
p
2 (=2)
1
2
 q k 1 q
2
p
cs  (1  q) [cos (ka
r
i   ) + i cos (kari    + q)] 1 a
1
n ;
(9.109)
cuja aplicac~ao em (9.83) nos fornece o seguinte espectro de pote^ncia para per-
turbac~oes com comprimentos de onda longos
2(k; a) '
a
2=n
0 (=2)
1 2q
32c2s 
2(1  q)

cos2 (kari    + q) + cos2 (kari   )
 1
k1 2q:
(9.110)
Facilmente notamos que esse espectro tende a plano se q ! 1=2, exatamente como no
regime de perturbac~oes com comprimentos de onda curtos. Portanto, preservamos
um espectro aproximadamente plano no perodo inacionario se n for suciente-
mente grande, isto e, sendo satisfeita essa condic~ao, o modelo gera um espectro
praticamente independente de escala conforme as observac~oes exigem.
Por m, observando a forma da evoluc~ao temporal do fator de escala,
(9:34)1,
a(t) = a0(t+ c1)
n; (9.111)
chega-se a importante conclus~ao de que quanto maior e a acelerac~ao da expans~ao
(quanto maior e o valor de n) no perodo inacionario, mais o espectro de pote^ncia
se aproxima de um espectro plano, por (9.108). Tendo em vista os resultados acima,
o valor da acelerac~ao de expans~ao tem um papel determinante na forma do espectro
de pote^ncia das utuac~oes primordiais.
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Captulo 10
Conclus~ao
10.1 Quintesse^ncia n~ao minimamente acoplada
versus CDM
Da condic~ao de existe^ncia para a simetria de Noether, um poten-
cial constante e um acoplamento conforme emergem. A partir das propriedades
da simetria encontrada, por meio de uma mudanca de coordenadas no espaco de
congurac~ao, pudemos reduzir o sistema dina^mico original. A equac~ao de campo
nal apresenta-se com a mesma forma da equac~ao de Friedmann para o modelo da
constante cosmologica. Consequentemente, a dina^mica resultante mostra-se similar
aquela do modelo CDM. Esse artifcio matematico pode mascarar a fsica por tras
da quintesse^ncia n~ao minimamente acoplada ao campo gravitacional e permite que
as soluc~oes do modelo CDM emerjam. Com esse resultado, mostramos que um
modelo com um acoplamento n~ao mnimo, isto e, com uma fsica onde a "cons-
tante"gravitacional e variavel, pode reproduzir os dados observacionais desde a era
da radiac~ao ate a presente era acelerada exatamente como o modelo CDM faz.
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10.2 Campos escalares e espinoriais minimamente
acoplados
Partindo de uma ac~ao geral que descreve os campos escalar, espino-
rial e de materia comum, sem especicar seus potenciais, a condic~ao de Noether e
aplicada e a correspondente lagrangiana e os potenciais indenidos s~ao restringidos.
Com a lagrangiana satisfazendo a simetria de Noether, o campo espinorial passa a
apresentar um termo de massa e o campo escalar um potencial que pode levar a
uma expans~ao acelerada.
O primeiro resultado e que o campo de fermions de Dirac tem um
comportamento de materia sem press~ao e pode representar a materia escura. Adi-
cionalmente, a existe^ncia de uma simetria de Noether prova-se uma ferramenta
poderosa para a integrac~ao completa do sistema. A soluc~ao obtida e ent~ao mol-
dada pelos dados observacionais e por exige^ncias fsicas. Como um dos resultados,
o campo escalar apresenta uma equac~ao de estado com seu valor variando quasi -
periodicamente no intervalo [ 1; 1], o que signica que o mesmo se comporta como
materia e energia escura. No incio da era dominada por materia, o campo esca-
lar tem um importante papel, quando o proprio se comporta como um campo de
materia. Uma conseque^ncia dessa soluc~ao e que o modelo consegue descrever o
perodo acelerado presente e preve^ um Universo com uma expans~ao oscilante. Alem
disso, o Universo evolui de tal forma que no futuro distante sua expans~ao tende a
uma raz~ao constante. Isto e, uma expans~ao acelerada eterna, como usualmente e
prevista pelos modelos cosmologicos, n~ao ocorre nesse modelo [110].
10.3 Campos escalares interagentes n~ao
minimamente acoplados
Pela aplicac~ao do metodo da simetria de Noether, as possveis formas
para os potenciais e acoplamentos indenidos nos modelos gerais s~ao restringidas a
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famlias de func~oes. Analisamos as soluc~oes cosmologicas de alguns modelos par-
ticulares com setor escuro interagente, os quais correspondem a potenciais e aco-
plamentos que satisfazem a condic~ao de simetria para as ac~oes gerais. Alguns dos
modelos resultantes da condic~ao de simetria generalizam certos modelos com setor
escuro interagente encontrados na literatura. A troca de energia entre os cam-
pos (campo escalar - campo escalar e campo gravitacional - campos escalares) tem
forte inue^ncia sobre os comportamentos produzidos por campos escalares. Uma
vericac~ao importante e que os acoplamentos n~ao mnimos podem inuenciar signi-
cativamente sobre a evoluc~ao das densidades de energia e press~oes dos constituintes
do Universo.
Os resultados para ambos os modelos gerais (cano^nico - cano^nico e
n~ao cano^nico - cano^nico) mostraram caminhos distintos para a evoluc~ao das den-
sidades de energia em regimes de expans~ao do Universo similares. Alem do mais,
ambos podem reproduzir um regime desacelerado-acelerado, descrevendo a recente
transic~ao de uma expans~ao desacelerada para uma acelerada em boa concorda^ncia
com os dados observacionais. Modelos cano^nico - n~ao cano^nicos reproduzem com-
portamentos muito similares ao do modelo da constante cosmologica para o Universo
atual (com respeito a raz~ao entre a press~ao e a densidade da energia escura), mas
com a vantagem adicional de apresentar uma certa variedade de caminhos possveis
para a evoluc~ao da densidade de energia dos campos de materia [111].
10.4 Generalizac~oes geometricas da
Relatividade Geral
Generalizamos as partes gravitacional e da materia da ac~ao de
Einstein-Hilbert pela introduc~ao das func~oes genericas f1(R) e f2(R), com f1(R)
repassando a forma linear no escalar de Ricci e f2(R) gerando um acoplamento n~ao
mnimo da materia a gravidade. Adicionalmente, deixamos a conex~ao am livre
para ser assimetrica, de tal forma que o espaco-tempo apresentou torc~ao. Aplicando
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o princpio variacional, derivamos as equac~oes de campo a partir da ac~ao geral e con-
sideramos, para ns de aplicac~ao, correc~oes de primeira ordem em f1(R) e f2(R).
Reescrevendo as equac~oes de campo basicas na forma das equac~oes
de Einstein, pela denic~ao de um tensor energia-momento efetivo, procuramos por
soluc~oes para um Universo homoge^neo e isotropico plano. Com esse procedimento,
buscamos vericar se a materia e a energia escuras podem ser manifestac~oes de
correc~oes a teoria gravitacional einsteiniana. Com a soluc~ao obtida para o caso de
correc~ao de primeira ordem no setor da materia, conseguimos mostrar que e possvel
ter uma densidade de energia efetiva de materia maior que a da materia ordinaria.
A princpio, o comportamento da evoluc~ao cosmologica resultante dessa correc~ao
poderia simular o efeito da materia escura em larga escala.
Para o caso de correc~oes de primeira ordem nos setores gravitacional
e da materia, apesar de que n~ao encontramos uma soluc~ao, analisamos qualitativa-
mente as densidades de energia e press~ao efetivas e pudemos vericar que existe
a possibilidade de termos uma press~ao efetiva negativa, a qual poderia acelerar a
expans~ao do Universo, simulando a energia escura.
10.5 Perturbac~oes cosmologicas para inac~ao
taquio^nica do tipo lei de pote^ncia
Aplicamos a teoria de perturbac~oes a uma teoria inacionaria do
tipo lei de pote^ncia, em que o inaton era um campo escalar n~ao cano^nico, do
tipo taquion. Num primeiro passo, derivamos as equac~oes de campo perturbadas
classicamente e as resolvemos analiticamente, obtendo os respectivos campos de per-
turbac~ao. Em seguida, partimos a um tratamento qua^ntico para determinarmos as
condic~oes iniciais do potencial gravitacional de perturbac~ao em acordo com as u-
tuac~oes mnimas de densidade de energia do vacuo.
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Os ultimos calculos que realizamos forneceram o espectro de pote^ncia
do potencial gravitacional de perturbac~ao para o Universo primordial. Para a soluc~ao
do potencial gravitacional de perturbac~ao em termos de func~oes de Bessel com
ndices inteiros, o espectro de pote^ncia inicial e plano { regime de perturbac~oes
com comprimentos de onda curtos { mas se torna dependente de escala no limite
de perturbac~oes com comprimentos de onda longos. No caso da soluc~ao em termos
de func~oes de Bessel com ndices n~ao inteiros, para o limite de perturbac~oes com
comprimentos de onda curtos, o espectro de pote^ncia tende a plano para uma ex-
pans~ao cosmologica sucientemente acelerada. No limite de perturbac~oes com com-
primentos de onda longos, o espectro se aproxima de plano com a mesma condic~ao
de expans~ao sucientemente acelerada. Com esse resultado, o modelo inacionario
estudado produz um espectro de pote^ncia progressivamente menos dependente de
escala quanto maior for a acelerac~ao de expans~ao, signicando que a intensidade da
acelerac~ao cosmologica primordial tem um papel central na origem das utuac~oes
com espectro de pote^ncia aproximadamente plano.
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